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1 Uvod

Tato skripta se snazi pokryt latku v pfedmétu “Entropie v pravdépodobnostnich dynamickych
systémech”.

Hlavni ambici pfedmétu je vyloZit problematiku teorie informace aniz bychom se nechali
svazat podminkou nezévislosti. Klasick4 literatura na toto téma se rozvine do zajimavéjsich
vysledkt skrze slaby a silny zakon velkych ¢&isel, ¢imZ nevyhnutelné pfijme omezujici pozadavek
nezavislosti ndhodnych veli¢in, kterych se teorie tyka. Takto vybudovana teorie se pak da vcelku
dobfe zobecnit na Markovské fetézce, ale tam bohuzel moznosti teorie opfené o zédkony velkych
¢isel kondi.

Paralelné k tomuto pfistupu byla vybudovana teorie informace, ¢i alespon jeji ¢ast, v obec-
néjsim kontextu stacionarnich procesti, ktera se namisto zdkona velkych ¢&isel opira o ergodickou
vétu.

Teorie informace v naSem podéni se tedy bude tykat stacionarnich procest, konkrétné pod-
t¥idy ergodickych procesti. Zavedeme kli¢ovy pojem entropie, informa¢niho obsahu, informaéni
hustoty. Vlastnosti téchto veli¢in nakonec vyuzijeme k dikazu efektivity kompresnich algoritmi.
Timto pokryjeme takzvanou "Teorii kodovani zdroje". Druhou ¢asti klasické teorie informace je
teorie kodovani kanélu. Touto se zde zabyvat nebudeme.

Namisto toho zavedeme pojem entropie také pro pravdépodobnostni dynamické systémy a
ukazeme, zZe se jedna o velmi uzite¢nou ¢iselnou charakteristiku systému, kteréd je spolu s ergo-
dickou a spektralni teorii klasickou soucéasti ergodické teorie.

Nejprve ov8em uvedeme nasledujici motivaci k pojmu entropie a informace.

1.1 Entropie jako cena informace

Mgjme nejmenovanou instituci, ktera ma seznam 8000 lidi (¥ikejme jim souhrnné populace) a
rada by zjistila, kolik kreditnich karet mé kazdy z nich. Zada tento dulezity tkol radéji hned
dvéma riznym firmam.

Firma FA pfinese seznam 8000 lidi, ve kterém jsou v kolonce poc¢tu karet zapsany cifry 0,1,2
a 3+, kde 3+ znamena tii a vice bez presnéjstho rozliSeni. Pocet lidi pfislusejici kazdé kategorii
je 2000, viz Obréazek |1} Firma FB pfinese stejny seznam, ve kterém je zapsano 1-,2,3 a 4+, kde
1- znamen4 1 nebo Zadna, a 4+ znamena 4 a vice. Pocet lidi pro pfislusné pocty karet jsou po
fade 4000, 2000, 1000 a 1000. Viz Obrazek [2|

Otazka je, ktery seznam je z hlediska informaéni hodnoty kvalitnéjsi. Toto samoziejmé souvisi
s konkrétnim vyuzitim, ale zjednodu$me si nyni situaci a méfme to pouze pres ,néklady“ na
ziskani informace v podobé pocétu otazek. V zajmu rovnych podminek, uvazujme pouze otazky,
na které se da odpovédét ANO a NE. Kolik otazek musela polozit prvni a druha firma? Firma FA
se mohla naptiklad ptat, zda mé ¢loveék 2 a vice karet, a dle ziskané odpovédi naslednou otazkou
rozlisit 0 nebo 1, pripadné 2 a 3+. Tato strategie se da popsat pomoci stromu otéazek, pfipadné
pomoci posloupnosti ,Fezi“ populaci, viz Obrazek [Ib, kde poradi fezit populaci je indikovan
délkou svislé ¢ary (nejdelsi je prvni).

Timto zptusobem polozi dohromady 16000 otazek, 2 otazky na Clovéka. Druha firma miiZze
postupovat podobné, rozdéli si populaci prvni otazkou na dvé a dvé kategorie, a druhou otézkou
se jiz dostane na jednu ze ¢tyf moznosti. Takto bude pokladat také 16000 otazek. Druhé firma
ma ale leps$i moznost. Namisto strategie, ktera balancuje strom otazek z hlediska po¢tu moznych
odpovédi, mtze balancovat otazky z hlediska rozlozeni populace. Tento pfistup vede k tomu, ze
prvni otazkou "1- vs. 2+ "rozdéli populaci napil. V piipadé odpovédi 1- se uz nemusi dale ptat,
v druhém pfipadé opét rozdéli prislusnou ¢ast populace napul otazkou ,,2 vs 3+“. V pripadé
odpovédi .3+, je pak tfeba polozit jesté tieti otazku ,,3 vs 4+, viz Obrazek 2B Takto se sice



4 | Asroeon 1
1| Awmo | 3¢ FA

: 0 /f Z 3“" 4"
i foso | 7600 1600 Zm;[ U\
1y

o | Zchoupers T "4 | %

g
(a) Seznam FA (b) Rozlozeni poc¢tu kreditek, strom otazek
Obréazek 1: Prizkum dle firmy FA
JMghw |y
1| Awicon A-
1| Qulowio Ut 8 4-
i oo o Yoo Mﬂ 2
oo Ludery | 2 e T |%' % VAN

(a) Seznam FB (b) Rozlozeni po¢tu kreditek, strom otazek

Obrézek 2: Prizkum dle firmy FB

stane, Ze budeme pokladat nékterym lidem tii otéazky, ale celkem bude poloZeno jen 4000+ 2000
2420003 = 14000 otézek, v priméru 7/4 otazek na clovéka. Firma FA tedy pfinesla nakladnéjsi
informaci. Otéazkou je, zda nakladné&jsi znamena lepsi.

Podivejme se nyni na véc pohledem klienta, neboli nejmenované instituce. Jak porovnat oba
seznamy? Pokud by se jeden seznam dal zcela odvodit z druhého, jisté bychom prohlasili ten
prvni za hodnotnéjsi. To ovem neni tento pfipad, nebot seznamy se navzajem dopliuji. Pokud
je pouzijeme oba, jsme schopni u kazdého ¢lovéka fici, zda mé 0,1,2,3 nebo 4+ kreditnich karet.
Takovéto spojeni informaci od obou firem do jednoho seznamu nabizi jiny zptsob jak zjistit
kvalitu informace. Konkrétné se muZzeme ptat na dodateéné naklady, pokud by instituce chtéla
doplnit seznam od firmy FA na sdruZenou informaci. Firma FA by v takovém piipadé musela
rozdélit kategorii 3+ na kategorie 3 a 4+. K tomu by stacilo polozit 2000 * 1 = 2000 otazek. Pre-
po¢teno na celkovou populaci to dava 1/4 dodatecné otazky na ¢loveka. Pii dopliiovani seznamu
od firmy FB na sdruzenou informaci bychom potfebovali rozlisit kategorii 1— na kategorie 0 a
1. K tomu je t¥eba dodateéns polozit 4000 * 1 = 4000 otézek. V praméru 1/2 otazky na ¢lovéka
(vztazeno k celé populaci). I z tohoto pohledu je tedy informace od firmy FA kvalitn&jsi.

Dejme nyni tento piiklad do souvislosti s matematickymi pojmy. Populaci oznac¢ime 2 a
seznamy od firem FA a FB budeme chapat jako funkce X : @ — A a Y : Q — B, kde
A=1{0,1,2,3+} a B={1-,2,3,4+}. Na mnoziné  dale uvazujme pravdépodobnost P, ktera
kazdému ¢lovéku prifadi néjakou vahu, v naSem pfipadé vSem stejnou. Tim se funkce X a Y
stanou ndhodnymi veli¢inami v §ir§im slova smyslu. V teorii pravdépodobnosti se za ndhodné ve-
li¢iny standardné uvazuji funkce z pravdépodobnostniho prostoru do realnych ¢éisel, coz umoziuje
spravné definovat stfedni hodnotu, rozptyl atd. Pro teorii informace je prirozenéjsi zabyvat se
zobrazenimi do kone¢né, ¢i spocetné mnoziny, kdy nepredpokladdme u moznych hodnot zddnou



dalsi strukturu, ¢i zavedené operace. Proto neni problém, Ze je hodnotou napiiklad barva, typ
vozu, ¢i oznaceni, 3+, jako v naSem piikladé. Pro nase dvé nédhodné veli¢iny pak definujeme
entropii H(X) (resp. H(Y")), sdruzenou entropii H(X,Y") a podminénou entropii H(X|Y") (resp.
H(Y|X)) pomoci vzorct

=—) P(X =a)logP(X = a),

a€A
HX,)Y)=- > PX=aY =blogP(X =a,Y =b),
acA,beB
HXY)=- Y PX =b)logP(X =al]Y =),
acA,beB

kde nedefinované ¢leny sum (0log0, 0log %) ignorujeme, t.j. povazujeme je za nulu. Zaklad loga-
ritmu je fixni a obvykle ho volime rovny 2. Jednoduchym vypoctem pak lze zjistit, ze

1
T Y= % HX[Y) = 5.

HY|X) =~
Veli¢iny H(X) a H(Y) ¢iselné odpovidaji primérnému poc¢tu otazek na ¢lovek, které musi poloZit
firma FA ¢ FB. Plati dokonce, Ze ve vzorci primérované hodnoty —logP(X = a) odpovidaji
presné poctu otazek polozenych ¢lovéku z kategorie ,,a* v idealni strategii pro firmu FA, podobné
—logP(Y = b) odpovida poctu otazek pro ¢loveéka z kategorie ,,b“ p¥i idedlni strategii pro firmu
FB. Podobng, —logP(X = a|Y = b) zde odpovida poc¢tu dodateénych otézek pro ¢lovéka z
kategorie a, vime-li od firmy FB, Ze ¢lovék patii do kategorie ,,b*, z ¢ehoz pak plyne, ze H(X|Y)
je rovno prumérnému pocétu dopliujicich otézek na ¢lovéka pii znalosti seznamu od firmy FB.

Entropii se tedy dé rozumét jako prumeérné kvantité informace, kterou ziskdme, jsme-li schopni
rozdélit jednolitou populaci do uréitych skupin, napiiklad dle po¢tu kreditnich karet. Jde tedy
o kvantifikaci nasi schopnosti rozliSovat. Podobné se da interpretovat sdruzena entropie, kde
rozlidujeme do jemnéjsich kategorii. Podminéné entropie H(X|Y') pak je kvantifikace schopnosti
rozliit v populaci kategorie veli¢iny X, pokud uz umime rozlisovat do kategorii veli¢iny Y.

Na zavér jesté zmihme, ze rovnost primérného poctu otézek v riznych scénaiich s prislus-
nou entropii byva v obecném piipadé jen piiblizna. Takto pékné priklad vysel diky tomu, Ze
vSechny uvazované pravdépodobnosti, véetné téch podminénych, byly celo¢iselnymi mocninami
¢isla, které jsme zvolili jako zéklad pro logaritmus ve vzorcich pro entropii.

2 Informacni obsah a entropie ndhodné veli¢iny a prislus-
ného rozkladu

Informacni obsah, potazmo entropie, se da definovat pro nékolik druht objektt, které k sobé maji
tzkou vazbu a jinymi prostiedky popisuji stejny koncept. Nejcast&js$im pristupem je definovat tyto
pojmy pro diskrétni ndhodné veli¢iny. S touto definici budeme pracovat velkou ¢ast prednasek
také my. Vétsi diraz ovSem budeme klast na pojem rozkladu pravdépodobnostniho prostoru,
nebot ten dle nageho soudu poskytuje lepsi pfedstavu o tom, jak teorie informace vnimé ndhodné
veli¢iny a pojem informace. Konkrétné vnimame entropii jako kvantifikaci toho, jak dana nahodna
veli¢ina dokéze rozliSovat mezi elementy pravdépodobnostniho prostoru, na kterém je definovana,
t.j. jak ,,jemny“ rozklad indukuje.

Bud (9, F,P) pravdépodobnostni prostor, tedy € je mnozina, F je o-algebra podmnoZin a P
je pravdépodobnostni mira na F. Rozkladem pravdépodobnostniho prostoru € je kazda spocetna,



¢i kone¢nd mnozina R C F, ktera sestava ze vzajemné disjunktnich mnozin jejichz sjednoceni
mé pravdépodobnost 1. Entropie rozkladu R je definovana nasledovné:

HR)= S P(R)(~logP(R)).
ReER
P(R)>0
Tato suma sestava pouze z nezapornych séitanci, proto je vidy dobfe definovana. Pro spo-
Getné (nekonecné) rozklady muze byt nekonecnd, pro konecéné rozklady je kone¢na. Pozadavek
P(R) > 0 v sumé byva v literatufe ¢asto vypoustén, vyraz 0log 0 se interpretuje jako 0. Tento pii-
stup ale miize v n¢kterych pripadech vést k problémtim, proto je tfeba se mu bud zcela vyhnout,
nebo si pohlidat jeho limity. Pro pf{jemné&jsi zapis zavedeme pojem nosice rozkladu (znacime s z
anglického ,,support*):
s(R)={R e R |P(R) > 0}.
Potom tedy
H(R)= Y P(R)(-logP(R)).
Res(R)

Kazda diskrétni ndhodné veli¢ina X definovand na 2 s hodnotami v kone¢né & spocetné
mnoziné A indukuje rozklad Q (jddro zobrazeni X):

Rx ={XHa} |ac A}
a také pravdépodobnost Px na mnoziné A, kde
Px(a) :=P(X = a) = P(X " (a)).

Entropie ndhodné veliciny je definovana jako

H(X)= Y Px(a)(-log Px(a)).
RER
P(R)>0
Pfimo z definic plyne, ze H(X) = H(Rx).
Na druhou stranu, kazdy kone¢ny nebo spocetny rozklad R je mozné oindexovat konec¢nou
nebo spocetnou mnozinou A, tak ze

R ={R, |a € A},

a definovat ndhodnou veli¢inu X predpisem X(w) = a, pokud w € R,. Potom Rx = R a
H(X) = H(R). Kazdy rozklad tedy odpovida né&jaké ndhodné veli¢ing, oviem z konstrukce je
zfejmé, ze takovych veli¢in je nekoneéné mnoho vzhledem k absolutni libovili vybéru indexové
mnoziny. Dokonce i pfi stejné mnoziné indexii sta¢i permutace pii indexovani k vytvoreni riznych
nahodnych veli¢in pro stejny rozklad. Zaroven se ukazuje, Ze rozklad urc¢uje entropii, t.j. veli¢iny,
které indukuji stejny rozklad, maji stejnou entropii.

Entropii je vhodné chapat také jako stfedni hodnotu informacniho obsahu Ir : 2 — R.
Informacni obsah nejprve definujme pro mnozinu M € F kladné pravdépodobnosti, predpisem
I(M) = —logP(M). Pro rozklad R pak uZzijeme definici:

Ir(w) == Z(R(w)) = —log(P(R(w))),

kde R(w) je ta mnozina z R, ve kterém je w. Pro dobfe definovany informaéni obsah potiebujeme
aby, pravdépodobnost takové mnoziny byla kladna. To je splnéno pro vSechna w ze sjednoceni



mnozin z nosice rozkladu, coz je mnozina plné miry. Tedy informac¢ni obsah je dobfe definovany
skoro v8ude. Funkce je konstantni na jednotlivych mnozinach z nosice a jisté plati

E(Tr)= S —Ilog(P(R)F(R) = H(R).
Res(R)

Informacni obsah pro ndhodnou veli¢inu X pak ztotoznime z informa¢nim obsahem prislusného

rozkladu, t.j. Zx := Zg, . Plati tedy take, ze E(Zx) = H(X).
Pro dva rozklady R a R’ na Q zavedeme jejich sdruZeny rozklad R V R’ pfedpisem

RVR ={RNR |ReR,R € R'}.

Je snadno vidét, Ze je to opét rozklad €2, ktery je zjemnénim obou uvazovanych rozkladi. Infor-
mad¢nimu obsahu Zr\ %+ a entropii H(RVR’) budeme fikat sdruZeny informadcni obsah respektive
sdruzena entropie pro rozklady R a R’.

Tato operace dobfe odpovida ,sdruzené nadhodné veli¢iné nasledujicim zptisobem. Pokud
méame dvé nahodné veliciny X : Q@ — A aY : Q — B, pak je pfirozené definovana sdruZena
nahodna veli¢ina (X,Y) : @ — A x B. Prvky R(x y) jsou podle definice mnoziny tvaru

Rap ={w [ (X,Y)(w) = (a,0)} = {w | X(w) = a,Y (w) = b}.
7 toho primo plyne, Ze
Rx,y) = Rx V Ry,
nebot
Rix,y) = {(X,Y) Y(a,b) | (a,b) e Ax B} ={X Y a)NnY ) |a € A,b € B}.

Neboli,
H(X,Y)=H(Rx VRy).

Pro rozklady z ptikladu o kreditnich kartach dostavame, ze

Rixy)={X""(@)nX ') |a€c{0,1,2,3+},b € {1-,2,3,4+}}
= {Xﬁl(O),Xﬁl(l),Xil(Q),Yil(Z%),Y71(4+)7®}.

Posledni rovnost plati diky tomu, Ze mnoho mnozin tvaru X ~1(a) N Y ~1(b) je prazdnych.
Pro dvojici rozkladi mizeme také definovat podminény informaéni obsah Zg |z, a podminé-
nou entropii H(R|R'):

Irir: () = —1og(P(R(w)|R'(w))),  H(RIR') =E(Zrr’)-

Uvédomme si, ze Zg g/ je dobie definovan pravé na mnozinaich RN R/, R € R, R’ € R', které
maji nenulovou pravdépodobnost. To jsou pravé ty z nosice s(RV R’). Na kazdé z téchto mnozin
P(RNR’)

P(R) *
Pro nahodné veli¢iny pak muZzeme definovat podobné

informaé¢ni obsah konstantni a nabyva hodnoty — log

Ixyy = Irx iRy H(X|Y) = E(Zx)y).

Posledni definici je pak vzajemny informacni obsah, resp. vzajemné informace, definovana
predpisem
P(R(w) NR'(w))
I T2 :1
w0 =8 pR ) PRI)

H(R: R) = E(Tp).



Ixy =Iry Ry H(X:Y)=E(Zx.y).

Ackoliv jsme vysvétlili, Ze pojem informace je svazan primarné s rozkladem prostoru, uvedeme
zde i tplné znéni vzorci pro ndhodné veliCiny. Pro tyto pojmy pak zavedeme zékladni vlastnosti.
Délame tak zejména proto, ze mnoho pojmi v teorii pravdépodobnosti, jako nezavislost atp.,
jsou definované praveé pro veli¢iny. Laskavy ¢tenar by jisté zjistil, Ze jsou to opét pojmy primarné
svazané s rozklady.

3 Vlastnosti informac¢niho obsahu a entropie nadhodné veli-
¢iny a prislusného rozkladu

Pro ndhodnou veli¢inu s hodnotami v kone¢né (resp. spocetné) abecedé A zavedeme pojem nosice
veli¢iny X a rozdéleni Py,

$(X) ={w € Q| Px(X(w)) > 0}, s(Px) ={a€ A| Px(a) > 0}.

Plati P(s(X)) =1 a Px(s(Px)) = 1.
Informacni obsah i entropie, véetné podminéné, jsou z definice nezaporné. Z definice plynou
zékladni rovnosti:

Ixy =Ix +1Iyix =Ix +Iy —Ix.y )8
H(X,Y) = H(X) + HY|X) = H(X) + HY) - H(X : Y)

Tyto vztahy dohromady tvoif uzitetny diagram na Obrazku[3] Z néj lze ndzorné ziskavat dalsi

H(X,Y)

Obrézek 3: Podminéna a vzajemné entropie

rovnosti, napf¥. nasledujici alternativni definici vzdjemného informac¢niho obsahu a vzajemné
entropie:

Ixy = Ix+Iyv—1Ixy,
H(X:Y) = HX)+HY)-HX,Y).

Pozor, vzéjemny informaé¢ni obsah téméf vzdy nabyva i zaporné hodnoty (s kladnou pravdé-
podobnost{). UkaZeme ovSem, Ze jeho stiedni hodnota, tedy vzajemna informace, je nezaporna.
Vzorce uvedené do této chvile budeme obvykle nazyvat souc¢tovymi vzorci pro entropii, resp.
informad¢ni obsah. Dilezité budou také jejich podminéné verze:

Ixyiz =Ixiz+1Iy|x,z, S-J-
H(X.Y|Z) = H(X|Z) + H(Y|X, 2).



Pri¢tenim Zz k obéma stranam rovnice totiz dostavame nepodminény souctovy vzorec pro Y a

(X,2):

Ixy,z=Ixz+1Iyx,z, 57

Opakovanym pouzitim téchto pravidel pak dostavame nésledujici fetézova pravidla.

Tvrzeni 1. Pro posloupnost nahodnych velicin Xo, ... X,_1, Z plati

n—1
IX[o,n) = E:IXilX[o,n 5.7
1=0

n—1
H(X[O,n)) - ZH(XZ|X[O,’L))
i=0
n—1
omlZ = ZIX”X[OJ),Z 8.J-
=0
n—1
H(X[O,n)lz) = ZH(XZ|X[O,'L)aZ)
=0

Ix

Pro mnoziny M, N € F kladné miry plati

I(M)>Z(N), pro M C N.
I(M N N) = Z(M) + Z(N) pravs kdyz M L N.

Zaroven plati, ze nulovy informac¢ni obsah a nulovou entropii mé pouze trivialni ndhodné
veli¢ina, tedy takova, ktera nabyva jediné hodnoty s pravdépodobnosti 1. Pro takovou Triv a
libovolnou diskrétni ndhodnou veli¢inu X plati:

Ix|rriv = Ix s.j., H(X|Triv) = H(X).

3.1 Determinovanost

Definice 1. Pokud pro ndhodné veliciny X : Q — A aY : Q — A’ existuje funkce f : s(Px) —
s(Py) takovd, Ze plati Y = f(X) s.j., Tekneme, Ze X determinuje Y (Y je funkci X.) Pokud je
[ bijekci mezi s(Px) a s(Py), pak Fikdme, Ze X je transformaci Y. V prunim pripadé piseme
XFY, vdruhém X ~Y.

v dalsich tvahéch je dobré chapat s(Px y) C A x B jako relaci. Pravé ona se stane funkei f
pro piipad determinované velic¢iny (jina volba nenf mozna).

Lemma 1. Mé&jme ndhodné veli¢iny X : Q — A aY : Q — A’. Potom pro relaci s(Px,y) plati

Wl(S(PX’y)) = {a €A | db € B, (a7b) S S(PX’y)} = S(Px)
mo(s(Pxy)) == {b€ B |3a € A, (a,b) € s(Px.y)} = s(Py).

Pokud existuje funkce f : s(Px) — s(Py) takovd, Ze plati Y = f(X) s.j., pak f = s(Px,y).



Diikaz. Pfipomenme, Ze Px y(a,b) = P(X = a,Y =1b). Jisté plati P(X = a) > P(X =a,Y =)
aP(Y =b) >P(X =a,Y =b) (jedna se o porovnani pravdépodobnosti mnozin, které jsou v
relaci inkluze). Tedy z (a,b) € s(Px,y), plyne a € s(Px) a b € s(Py), t.j. s(Px,y) C s(Px) X
s(Py). Neboli m1(s(Px,y)) C s(Px), ma(s(Px,y)) C s(Py).

Opa¢né nerovnosti dokdzeme nasledovng. Ozna¢me ' mnozinu téch w, kde je Y(w) dobfe
definované. Jisté P(Q') = 1. M&me nyni a € s(Px). Potom

0<Px(a)=P(X=a)=P(X=a)nQ) =) P(X =a,Y =b).
beB

Tedy alespoii jeden ze s€itanci musi byt kladny, t.j. existuje b € B, takové, Ze Px y(a,b)
0. Dostavame, ze a € mi(s(Px,y)). Jelikoz jsme a € s(Px) volili libovolné mame s(Px)
m1(s(Px,y)). Obdobné dokazeme s(Py) C m2(s(Px,y)).

Zbyvéa ukazat posledni ¢ast tvrzeni, kde predpokladame, ze existuje f : s(Px) — s(Py)
takova, Ze plati Y = f(X) s.j.. Ozna¢me Q' mnozinu vSech w, takovych, ze f(X(w)) a Y (w) jsou
dobfe definované a Y (w) = f(X(w)). Jisté P(2') = 1. Musi tedy platit, Ze

1=P(@)= Y PX=aY=Ffla)= > PX=aY=bh).

a€s(Px) a,bes(Px,y)

>
C

Z toho plyne, Ze pro (a,b) ¢ f je Pxy(a,b) = 0. Tedy s(Px,y) C f. Necht (a,b) € f. Tedy
a € s(Px) ab= f(a). Déle

0<P(X =a)=P(X =a,Y =f(a))+ Y 6  PX=0aY=V)=PX=0aY = f(a)).
b’ EB,b' #f(a)

Tedy (a,b) € s(Px,y). Dokazali jsme tedy i opa¢nou nerovnost, f € s(Pxy). O

Lemma 2. Diskrétni ndhodné veliciny X a'Y jsou vzdjemnou transformaci, pokud jedna deter-
minuje druhou. Relace X ~Y je tedy symetrickd.

Poznamenejme, Ze symetri¢nost se da odvodit pfimo z definice. Ov8em korektni dikaz musi
spravné pracovat s mnozinami miry nula.

Diikaz. 7 definice plyne, Ze z X ~Y plyne X FY aY F X.

Pokud naopak X F Y a ¥V F X, existuje f : s(Px) — s(Py) a g : s(Py) — s(Px) ta
koveé, ze f(X) = Y sj. a g(Y) = X sj. Z pfedchoziho lemmatu plyne, ze f = s(Pxy) a
g = s(Py,x). OvSem s(Px y) a s(Py,x) jsou z definice vzajemné inverzni relace. Zarovei vime,
ze m(s(Pxy)) = s(Px) a m2(s(Px,y)) = s(Py). Tedy f je bijekce mezi s(Px) a s(Py). Proto
X~Y. O

Lemma 3. Pro diskrétni ndhodné veliciny X,Y , kde X -Y, plati

Iy <Ix s.J., H(Y) < H(X)

Diikaz. Necht existuje f : s(X) — s(Y) takové, Ze f(X) = Y s.j. Ozna¢me Q' C Q mnozinu
bodt, pro které nastane rovnost. Potom pro w € @' Ns(X)Ns(Y), a = X(w), b = f(a) plati
inkluze

Rx(w) =X""(a) c X771 (0) = Ry (w).
Z toho plyne Zy (w) < Zx(w). O



V dalsim tvrzeni ukdzeme nerovnice, které jsou s determinovanosti ekvivalentni. Pozor, ne-
rovnice z predchoziho lemmatu takové nejsou.

Tvrzeni 2. Pro diskrétni ndhodné veliciny X,Y , jsou ndsledugici podminky ekvivalentni:
1. XFY
2. Iy|x = 0 s.j.
3. Iyix <0 s..

4. Ixy =1Ix s.J.

5. Ixy <1Ix s.j.

6. HY|X)=0

7. HY|X) <0

8 H(X,)Y)=H(X)

9. HX,)Y)< H(X)

Diikaz. Vzhledem k nezépornosti uvedenych veli¢in jsou ekvivalentni podminky (2) a (3), diky
souctovym vzorcim pak (2) a (4) a také (3) a (5). Dostavame tedy, Ze podminky (2-5) jsou
vzajemné ekvivalentni. Analogicky dostavame vzéjemnou ekvivalenci podminek (6-9). Pfechodem
k stfedni hodnoté dostaneme z podminek (2-5) podminky (6-9). Navic pokud stfedni hodnota
nezaporné veli¢iny je nula, musi byt i samotna veli¢ina nulova skoro jisté. Tedy (6) implikuje (2).
Ziskavame tedy vzajemnou ekvivalenci podminek (2-9). Nakonec dokaZeme, Ze jsou ekvivalentni
(1) a (5). Pokud X F Y, pak je X b X,Y. Z pfedchoziho lemmatu pak dostavame platnost
podminky (5). Naopak predpokladejme, ze neplati X F Y. Potom s(Px y) neni zobrazenim, t.j.
existuje (a,b), (a,b’) € s(Px,y), b#b. Prow € (X,Y)"!(a,b) plati

P(X=a)>P(X =a,Y =b) + P(X =a,Y =b) > P(X = a,Y = b).
Tedy Zx y (w) se lisi od Zx (w). Jelikoz (X,Y)~1(a,b) ma kladnou pravdépodobnost, dostavéme,
7e pak neplati (5). O

3.2 Nezavislost
Nahodné veli¢iny X1, Xs, ..., X,, jsou nezévislé pravé kdyz
Px, x,,.,x, (01,02, ..., an) = Px, (a1)Px,(a2) - - Px, (an).

Lemma 4. X, Xs, .., X,, jsou nezdvislé ndhodné veliciny, (vektor budeme znacit X1 ), pak

IXI..'H. = ZIXL 8.77 Xl n ZH
=1

Diikaz. Pokud jsou veli¢iny nezéavislé, pak pro w € s(X1, Xs, ..., X,):

Ix, (w) = —logPx,  (Xin(w)= —logH (Px, (X
n

= Z—log(PX ZIX

=1
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Rovnost pro informaéni obsah je pfirozené ekvivalentni nezavislosti veli¢in. Sumérni vzorec
pro entropii souboru veli¢in je v tuto chvili diisledkem jejich nezavislosti (stfedni hodnoty veli¢in
nemusi znamenat rovnost veli¢in s.j.). Pozdgji ale uvidime, Ze suméarni vzorec pro entropii také
charakterizuje nezavislost.

Priiklad 1. Necht X1, X5 : Q — B jsou nezdvislé ndhodné velic¢iny s rozdélenim (%, %) a X3 =
(X1 + Xg) mod 2.

Pak X;, X; jsou nezavislé, kdykoliv ¢ # j, ale trojice X1, X2, X3 nezévisla neni. Konkrétné
kazda dvojice determinuje t¥eti veli¢inu. Pro entropii plati (i,j razn4)

H(X;) =1, H(X;, X;) =2, H(X,,X5,X3)=2.

3.3 Divergence entropie

Uvazujme nyni dvé pravdépodobnostni rozdéleni P a ) na stejné kone¢né mnoziné A.
Definice 2. Divergence entropie rozdéleni P vzhledem k rozdéleni @ je definovdna vzorcem
P(a)

DP||Q)= Y P(@)'MW,

a€s(P)
pokud s(P) C s(Q). Jinak, D(P || Q) = +oc.

Vlastnosti divergence odvodime z konvexity logaritmu.
Pro konvexni funkce na intervalu plati Jensenova nerovnost, kterou citujeme bez dikazu.

Tvrzeni 3 (Jensenova nerovnost I). Necht f : I — R je konvexni funkce, x1,...,x, € I a necht
t1,...,tn jsou nezdpornd cisla, jejichZ soucet je 1. Pak
n
f Ztimi < Zti < f(xi)
i<n i=1

Pokud je f strikiné konvezni a nastane rovnost, potom je mnozina {x; | t; > 0} jednoprvkovd.

Tvrzeni 4 (Jensenova nerovnost II). Bud f : I — R konvexni na intervalu I, £ bud redlnd
ndhodnd veli¢ina, pro kterou P(§ € I) =1, . Potom

FEE) < E(f(£))-
Pokud je f strikiné konvexni o nastane rovnost, potom je & trividini, t.j. s(P¢) je jednoprvkovd.
Ze striktni konkavnosti logaritmu plyne klicova vlastnost divergence, totiz jeji nezdpornost.
Tvrzeni 5. D(P || Q) > 0 a rovnost nastivd prdvé kdyz P = Q.

Diikaz. Sta¢i uvazovat piipad s(P) C s(Q). Jelikoz je —logx striktné konvexni a striktné klesa-
jici, dostavame

prlQ = % P (-eg) g | ¥ P

a€s(P) a€s(P)

Q(a)
P(a)

=—log|{ Y Qa)|>=-log| > Qa)|=0

a€s(P) a€s(Q)

11



Pokud bychom chtéli rovnosti, namisto nerovnosti, musi byt s(P) = s(Q) a podil % je roven

konstanté «, pro viechna a € s(P). Z predchoziho plyne,

a= Y P(a)g(z) = Y Q=1

aes(P) (a) a€s(Q)

7 ptedchoziho tvrzeni plyne fada uziteénych vysledkd.

Tvrzeni 6. Necht md velicina X hodnoty v A. Pak H(X) < log(#A). Rovnost nastane prdvé
tehdy kdyz je Px rovnomérné rozloZeno na A.

Diikaz. Na mnozing A uvazujme rovnomérné rozlozeni U, dané pfedpisem U(a) = ﬁ. Potom
s(Px) C s(U) a
_ Px(a) | _
0<D(Px |[U)= > Px(a)log | —7— | =log(#A4) — H(X).
a€s(Px) #A
Kyzena rovnost nastane pravé tehdy kdyz Px a U splyvaji. O

Nasledujici véta dava divergenci do tizké souvislosti se vzajemnou informaci. Jedna se tak o
dalsiho kandidata na alternativni definici vzajemné entropie jako ,divergence od nezavislosti®.

Tvrzeni 7. H(X :Y)=D(Pxy || Px - Py). Tedy H(X : Y) > 0 a rovnost nastdvd prdvé kdyz
X aY jsou nezavislé.

Diikaz. Pro ndhodné veli¢iny X a Y s hodnotami v A a B uvazujme dvé rozdéleni pravdépodob-
nosti na A x B, konkrétné Px y a (Px - Py ), definované pfedpisem (Px - Py )(a,b) = Px(a)Py (b).
Lze lehko nahlédnout, ze s(Px,y) C s(Px - Py). Proto

HX:Y)= Y Pxylab)log Pxy(a.b)

S—~———= = D(Pxy | Px - Py).
(a,b)€s(Px.y) Px(a) - Py (b)

Tedy H(X :Y) > 0 a rovnost nastane pravé tehdy kdyz Px y je totozné s Py - Py, neboli kdyz
jsou veli¢iny X a Y nezavislé. O

Disledek 1. Necht XY jsou ndhodné veliciny. Pak

(1) HX,Y) < H(X)+ H(Y) (subaditivita)

(2) HX|Y) < H(X). (monoténnost v podmince, specidlni piipad)
Rowvnosti nastanou prdavé tehdy, kdyz jsou veliciny nezdvislé.
Lemma 5. Necht X,Y, Z jsou ndhodné veliciny. Pak

(1) HX,Y|Z) < H(X|Z)+ H(Y|Z) (podminénd subaditivita)

(2) HX,Y,Z)+ HZ) < H(X,Z)+ H(Y, Z) (submodularita)

(8) HX|Y,Z) < H(X|Z). (monoténnost v podmince)

12



Diikaz. Jednotlivé nerovnosti se daji na sebe pievést pomoci sou¢tovych vzorcti. Budeme doka-
zovat podminku (2): Ozna¢me H(X :Y|Z) = H(X|Z)+ H(Y|Z) — H(X,Y|Z). Potom

PX,Z(CL, C)Pyﬁz(b, C) >
PX,Y,Z(a7 b, C)PZ (C)

nyz(a, C)PY’Z(b, C)
Px y,z(a,b,c)Pz(c)

H(X:Y|Z) = > Px.y.z(a,b,c) (log
((Lb,c)Es(nyy,Z)

> —log Z Py y,z(a,b,c)
(a,b,c)€s(Px,v,z)

P P;
~ log Z x,z(a,c) Py z(b,c)

(a,b,c)es(Px.y,z) PZ(C)

—cler SRS Y Poeo
(

(b,c)es(Py,z) a€A:(a,b,c)es(Px,y,z)

Py z(b
> —log Z Y’Z;C)~PZ(C)Zlog10.

(b,e)es(Py,z)

Predposledni nerovnost plyne z toho, Ze s¢itame pravdépodobnosti disjunktnich podmnozin mno-
ziny Z71(c). O

Jiny zptisob, jak vyjadfit monoténnost v podmince je uvedena v néasledujicim lemmatu. Za-
jimavy je pak vysledek pro situaci, kdy X a Y determinuji spole¢nou (sdilenou) veli¢inu Z. Zde
se potvrzuje ofekavani, Ze je tato sdilena veli¢ina “podmnozinou” vzajemné informace a tudiz je
vzajemna informace X a Y vétsi rovna entropii “sdileného kli¢e Z”. Tato predstava je ale jen
ur¢itou rozumnou intuici. Ve-skute¢nosti jde pouze o relaci mezi dvéma ¢iselnymi hodnotami.
Vzéjemna informace nemé zadnou jasnou strukturu, jen velikost.

Lemma 6. Pro diskrétni ndhodné veliciny X,Y,Z, Y &= Z plati
e HX|Y)<H(X|Z)
e HX:Z)<H(X:Y)
e H(Z)< H(X:Y), pokud navic X - Z.
Drikaz.
HX|Y)=H(X,Y)-H(Y)=H(X,Y,Z)-H(Y,Z)=HX|YZ) < HX|2).
Druh& nerovnost plyne pomoci souc¢tovych vzorci z prvni. U tfet{ postupujeme nasledovné:

HX:Y)>H(X:2)>H(Z:Z)=H(Z).

4 NAahodné procesy
4.1 Zakladni definice

Podobné jako v klasické teorii pravdépodobnosti, teoretické pojmy zac¢nou byt "viditelné"na “da-
tech” v momenté, kdy mame dat dostatek. To je princip statistiky, ktery je zaloZen na Getnostech
vyskytu urcitych jevi, které pak davaji nahlédnout jejich pravdépodobnosti.
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Cela teorie tedy nabyva zajimavéjsich obzori az tehdy, zkouméame-li namisto jedné veli¢iny,
soubor veli¢in, ¢ posloupnost veli¢in.

Uvazujme tedy posloupnost ndhodnych veli¢in X = Xy, X7, Xo, ... definované na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, F,P) s hodnotami v konetné mnoziné A, které budeme fikat abeceda
procesu (v nékterych specidlnich piipadech pFipustime spocetnou abecedu). Kone¢né posloup-
nosti u = uguqus . .. u,_1 € A™ budeme nazyvat slovy nad abecedou A. Délkou slova rozumime
délku dané posloupnosti, napf. slovo u = wupu ... u,—1 mé délku n. Znaéime ji |u|. MnoZzinu
viech slov znadime A*. Do této mnoziny také zahrneme prazdné slovo A délky 0.

Pro jednoduchost budeme také u posloupnosti vselikého druhu pouzivat notaci:

X]:;L_l = X[k7TL) = (Xkan-‘rh s 7Xn—1)7

n—1
Qg = Q[k,n) = (a'k7ak+17"'aan—l)a

-1
CLZ = U[km) = (uk, Uk+1y- - ,un_l).

V prvni fadé nas bude zajimat jak roste entropie s pfibyvajicimi veli¢inami, ¢ili jak se chova
H(X(’f_l), Ingl, a jak tyto veli¢iny souvisi napf. s kompresi. Definujeme entropii procesu
predpisem

H anl
H(X) = lim (Xg )
n— 00 n
Dale zavedme funkci informac¢niho obsahu Zx :  — R:
I n—1 (w)
Ix(w) = lim o
n—o0o n

Z hlediska bezztratové komprese se zajimame o néasledujici problém. Uvazujeme injektivni
zobrazeni f : A* — {0,1}*. Kompresnim pomérem, pro danou zpravu u € A*, pak myslime
Lf (w)]

u

| lUkééeme, Ze informacni obsah i entropie procesu je dobife definovana pro velmi Sirokou t¥idu
procesi, které zde nazyvame procesy s Casovymi priaméry (v angli¢ting ,asymptotically mean
stable“). Tato t¥ida zahrnuje i.i.d. procesy, veskeré Markovské procesy kone¢ného fadu, skryté
Markovské procesy, blokové procesy a mnohé dalsi (napf. vSechny staciondrni procesy). Pro
né plati, Ze entropie je stfedni hodnotou informac¢niho obsahu. Zarovenn hodnota entropie udava
soucasné nejlepsi primérny kompresni pomér, ktery muzeme dosdhnout pti bezztratové kompresi
procesu, neboli Ze existuje injektivni f : A* — {0, 1}x, takové, Ze

/(XD

limsup E (
n

n—oo

):H@)

Zaroven ukazeme, Ze pro injektivni funkce nemuze byt leva strana, ani pfi pouziti limes inferior
mensi nez prava.

Pro podtiidu procesii, kterou nazyvame procesy s konstantnimi ¢asovymi priuméry, dokdzeme,
7e Ix(w) je skoro v8ude rovna konstanté H (X). To nam umozni konstruovat kompresi, pro kterou
bude kompresni pomér skoro jisté konvergovat k H(X), nikoli jen v praméru, t.j.

P (o X @)

n—00 n

:HKO:L

Dokonce sestrojime zobrazeni, které bude mit tuto optimalni kompresni vlastnost pro jakykoliv
proces z této tiidy. Pro predstavu uvedme, Ze tato t¥ida zahrnuje vSechny i.i.d. procesy, vSechny
nerozlozitelné Markovské fetézce konec¢ného radu (periodicita neni prekazkou), vSechny blokové
procesy a jejich faktory.

Definice jednotlivych tiid jsou nésledujici.
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e procesem s ¢asovymi pruméry (stfednich hodnot), pokud pro vSechnan € N, u € A™,
existuje limita praméra

Ju

m- .
Z IP’(XZ."'H_1 =u), m — 00,

1=

1

m

e asymptoticky stacionarni, pokud pro vSechnan € N, u € A™, je posloupnost ]P’(X;“”'_1 =
u), i € N, konvergentni,

e stacionarni, pokud pro vSechna n € N, u € A", je posloupnost IP’(XZ”FF1 =u), 1 €N,
konstantni,

e procesem s konstantnimi ¢asovymi prameéry, pokud mé ¢asové priméry a pro vSechna
n,k €N, ue A" v e AF plati

m—1 m—1
i 1 n+ti— k— . 1 i
A, PO — T =) =l D POGTT —u),

e asymptoticky ergodicky, pokud je asymptoticky stacionédrni a ma konstantni ¢asové
primeéry,

e ergodicky, pokud je stacionarni a mé konstantni ¢asové priaméry.

Urcita hierarchie tfid je evidentni. Stacionarita implikuje asymptotickou stacionaritu a ta
zas Casové prumdry, nebot konvergentni posloupnost ma také konvergentni pruméry. Podobné
je zfejmé, Ze ergodicky proces je asymptoticky ergodicky a ten zase mé jisté konstantni ¢asové
pruméry. Ergodicky proces je stacionarni a asymptoticky ergodicky proces je procesem s kon-
stantnimi ¢asovymi prumeéry.

Jiné implikace neplati. Zatimco i.i.d. proces spliiuje vSechny vypsané podminky a je tedy
ergodicky, rizné markovské fetézce ukazuji riznost jendotlivych t¥id. Periodicky fetézec neni
asymptoticky stacionarni. Aperiodicky Fetézec je asymptoticky stacionérni, ale nemusi byt staci-
onarni. Stacionarita zde koresponduje s tim, zda je pocatec¢ni rozdéleni stacionarni ve smyslu te-
orie markovskych Fetézci. Konstatni asové priuméry se daji nezavisle na predchozich kategoriich
splnit i nesplnit - fetézec mé konstantni ¢asové primeéry tehdy a jen tehdy, kdyZz je nerozlozitelny
(podgraf trvalych stavi je nerozlozitelny). Jak jsme jiz zminili vySe, viechny markovskeé Fetézce
maji ¢asové praméry (stfednich hodnot). Posledni kategorif, pro ktery nemame priklad, je proces
bez ¢asovych pruméri. Zde staci vzit libovolnou binarni posloupnost a,, n € N, ve které se
neustaluje frekvence nul, tedy ani jedni¢ek. Proces je pak definovan ¢isté deterministicky, tedy
X, = a,. Neni tézké nahlédnout, Ze tento proces nema ¢asové pruméry.

Vysvétleme nyni pojem ¢asovych primért, stejné jako dodatek o stfedni hodnoté. Hodnotu
nahodné veli¢iny X; chapeme prirozené jako pozorovani v ¢ase i. To je pohled skrze okno velikosti
1 - pro dany cas vidime vzdy jedno pozorovani, naSe okno se postupné posouvé zleva doprava.
Pokud okno rozsifime na $itku n, mizeme postupnym posouvanim v ¢ase 7 vidét vektor hodnot
Xinﬂ;l. Vzhledem k povaze hodnot samotnych (apriori nepfedpokladame hodnoty ¢iselné) lze
tyto hodnoty tézko priimeérovat pro rtizna i - jednodusse neni zavedeno séitani, ani pramérovani.
OvsSem pfirozené primérovani mame k dispozici kdykoliv uvazujeme funkci f : A — R. Nyni
méme posloupnost odvozenou, tedy Y; = f (Xi”“_l) a tu jiz lze prirozené priumeérovat. Jednou z
prirozenych voleb funkece f je indikatorova funkce 1, : A* — {0, 1}, ktera dava pro vstup v € A*
hodnotu 1 pravé tehdy, kdyz v = v. Pro ni pak plati

P(X[ ™ = u) = E(L,(X]T'71)
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a tedy
1 ey n+i— — n+i—
— ; P(Xz +i-1 _ ( Z X +i 1 )

Z tohoto je patrné ekvivalentni definice ¢asovych priméri, tedy podminka, ze ¢asové prumeéry

,_-

m—
1 X71+z 1
u
=0

1
m

konverguji ve stfedni hodnoté pro kazdé n € N, u € A™.
Vzhledem k tomu, Ze se kazda funkce f : A™ — R da vyjadfit jako linearni kombinace
indikatorovych funkci, dostavame nasledujici ekvivalentni popis.

Tvrzeni 8. Proces (X;)ien je procesem s éasovymi primeéry pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé n € N
a kaZdou redlnou funkci f : A™ — R, konverguji casové primeéry

,_.

m—
f Xn-‘rz 1
1=0

1
m
ve stfedni hodnoté (i.e. existuje limita stiednich hodnot zminénych redlngch ndhodngch velicin).
Diikaz. Tvrzeni plyne z predchozich ivah a z linearity stfedni hodnoty. O

Nasledujici tvrzeni pak ukazuje jak danou limitu najit, pokud umime najit prislusnou staci-
onarni verzi daného procesu.

Tvrzeni 9. Pro proces (X;)ien s Casovymi primeéry existuje jeho stacindrni verze, tedy stacio-
ndrni proces (Y;)en, ktery splituje pro vSechnan € N, u € A,

m—1
1 .
P(Yy ! =u) = 77%2)13)0 - g P(XT 1 = ).
i=0

Pro kazdou redlnou funkci f : A™ — R pak plati

E(f(Yy™Y) = lim —ZE FXPF),

m—oo M
Driikaz. Existenci procesu zarucuje fakt, ze predepsané podminky spliuji pfedpoklady Kolmogo-
rovy véty o rozsifeni. Konkrétng, pokud oznaéime limitu na pravé strané prvni rovnice jako &(u),

pak pro kazdé u € A* plati {(u) = >, 4 (ua). Prvni rovnost lze pielozit na rovnost druhou pro
f = 14. Z linearity stfedni hodnoty plyne zbytek. O

V pripadé markovského fetézce fadu n, vznikne stacionarni verze procesu tim, %e n-rozmérné
pocateéni rozdéleni Pngl definujeme predpisem Pngl (u) = &(u), pro u € A™.
Podobné miizeme rozebrat definici konstantnich ¢asovych priméra. Zde namisto obycejné
stfedni hodnoty, pouzijeme podminénou stfedni hodnotu (podminénou jevem):
POXPH = X = ) = B(L (T | X =)

a tedy

_

m—

1
m

1
m .
=0

m—1
PO = Xy =0) =B ( S0 LX) X = ) -

=0
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Opét je vidét, ze Z tohoto je patrné ekvivalentni definice ¢asovych praméria, tedy podminka,
Ze Casové prumeéry
1 m—1 Xn+i_1
o ZZ:; L, (X} )
konverguji ve stfedni hodnot& podminéné jevem ,,Xé“_l =v“ prokazdé n,k € N, u € A", v € AF.
Opét 1ze rozsifit na funkce f: A™ — R.

Tvrzeni 10. Proces (X;);en je procesem s konstantnimi casovgmi priméry prdve tehdy, kdyz
pro kazdé n,k € N, v € A* a pro kazdou redlnou funkci f : A" — R konverguji casové primeéry

,_.

m—
f Xn+z 1
=0

1
m

ve stiedni hodnoté podminéné jevem ,,X(]f_l =v“ a hodnota limity nezdvisi na v.
Pokud nastane konvergence a hodnoty jsou nezdvislé na podminéni, jsou tyto limity totoiné s
limitami prislusnich nepodminénych strednich hodnot.

Diikaz. Piiméa implikace plyne z linearity podminéné stfedni hodnoty. Pti dikazu opa¢né im-
plikace pouzijeme fakt, Ze obycejné stfedni hodnota je konvexni kombinaci podminénych. Kon-
krétné,

=Y PX{ =0E(Y | X =)

ve Ak

Nyn{ uvazujme fixni f : A" — R a proces ¢asovych praméra Y, = - Z;Z?)l (X1, Pak

lim E(Y;,) = Y P(X§'=v) lim E(Y,, | X~ =0).

m—00 m—00
veEAFR

Ovs8em limity vpravo jsou dle predpokladu vSechny stejné, nezavisle na podminéni, tudiz jsou
také rovny limité vpravo (jde o konvexni kombinaci). Uplatnime-li pozorovani na indikatorové
funkce, dokazali jsme zpétnou implikaci. Zaroven jsme dokézali druhou ¢ast tvrzeni. O

V piipadé konstantnich ¢asovych priméri mame k dispozici jemnéjsi a jemnéjsi podmihovani
del8imi a delsimi slovy. Tim ziskdvame predstavu, Ze se ¢asové pruméry chovaji v jistém smyslu
totozné. Tuto tvahu lze pomoci Martingalovy véty dovést az do limitnitho momentu, kdy zmizi
zcela stfedni hodnota a my jsme schopni kontrolovat pfimo jednotlivé bodové ¢asové priméry.
Tim dostavame specidlni ergodickou vétu pro tyto procesy. Narozdil od pfedchozich tvrzeni,
uvadime tuto vétu bez dikazu.

Véta 1. Proces (X;)ien je procesem s konstantnimi casovymi primeéry prdvé tehdy, kdyZ pro
kazdé n € N a pro kaZdou redlnou funkci f : A™ — R konverguji casové priméry

l mz: Xn—i—z 1
m
=0

skoro jisté k limité strednich hodnot lim,, oo EY,,.

Uvedme jesté jednu vlasnost. Rekneme, Ze proces jde ke svym Casovym priamérim stejno-
mérné, pokud pro ¢asové pruméry

1 m—1 )
§w) = lim — > PO = u)neNue A
1=0
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plati
m-+4+£—1

. n+i—1 __ —
n}gnoo max | — ; P(X] =u) — p(u)| = 0.
Tyto procesy jsou dobrym kandidatem na zobecnéni nasi teorie, ktera se zabyva dale jen sta-
cionarnimi procesy. Zahrnuji v sobé totiz mnoho zajimavych nestacionarnich procesti, naptiklad
v8echny markovské, a zaroven jsou dostateéné blizko stacionarnim v otazkach, kde se statisticky
zkoumaji dlouhé trajektorie procesu. Samotné procesy s ¢asovymi priumeéry takto blizko nejsou,
coz je vidét napfiiklad uz u entropie - tyto procesy nemusi mit entropii ani dobie definovanou.

4.2 Entropie procesu

Nejprve rozeberme stacionarni piipad. Obecnéjsi pfipady odlozme na pozdéji.
Zde je lemma, které jsme drive vyikli bez dikazu.

Lemma 7. Pro konvergentni posloupnost cisel a,, n € N, existuje limita postupnich priméri
1 ZZ 0 @i @ je rovna limite vlastni posloupnosti.

Dikaz: Ozna¢me ¢, = + Z 0 a;, a = limy, o Gn, M = sup,cy|an|. Pro dané ¢ > 0 najdéme
ng takové, ze |a, — a| < 5/2, pro viechna n > ng. Potom pro viechna n > max(ng, 2 1noM)
plati ¢, = L 37" 01 a;. Potom plati

no 1
—a\< Z|az—a| Zlal_al"" Zlal_al
zno
1n01 n—1 M
< ZM+ 21‘05/2’26—1 oo TR

Tim je dikaz hotov. O
Tvrzeni 11. Necht X je staciondrni proces.

1. Pro vsechna k,m,{ € N, plati
s (PX[k,m) =S (PX[k+e,m+e>) ) H(X[kH,mH)) = H(X[kﬁm))’

2. posloupnost H(X,|X[0.n)), n € N, je nerostouct,
3. entropie procesu H(X) je dobre definovand a je rovna limité

H(X) = lim H(X,|Xo)-

Diikaz: Bud X stacionarni proces k,m,¢ € N, k < m, u € A™ %, Z definice stacionarity
dostavame, Ze se rovnaji pravdépodobnosti P(X[y ) = u) a P(X[pysm+e = u). Z toho plyne
S(PX K 7n)) (PX k+1,m,+1)) a

HXpm) = >, —PXE =u)logP(X} " = u)
uEs(PX[k,m))
= > —P(XEL = w) log P(XE T = u)
ues(PX[k+l,7n+Z))
= H(X[k+£,m+2))-
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Polozme a,, := H(X,|X[o,n)). Z pravé dokdzaného tvrzeni a z Lemmatu [5 plyne
an < H(Xn|X[1,n)) = H(X[l,n—i-l)) - H<Xn) = H(X[O,n)) - H(Xn—l) = ap—1-

Posloupnost a,, je tedy nezédporna, nerostouci a tudiz konvergentni. Z fetézového pravidla
dostavame, ze

1 1 n—1
EH(X[O,n)) = ﬁ Zoai-

K dokonceni dikazu podminky (3) pak sta¢i aplikovat predchozi lemma. O

Entropie se d& chapat jako primeérna nejistota na symbol, ackoliv se rozhodné nejedna o
pramér néjakych jednotlivych nejistot. SpiSe je to totalni nejistota n-symboli, podélena pies n.
Neda se tedy pfimo popsat pomoci ¢asovych primért a to ani pomoci prodluzujicich se praméri.

Ptesto zde je cesta, jak se pomoci pramérii zajistit existenci entropie a také to, aby spravné
popisovala kompresni pomér. Vhodnou vlastnosti je stejnomérna konvergence k ¢asovym pramé-
ram, ktera byla popsédna v predchozi kapitole. Ta je navic dostate¢né Siroka. Zahrnuje v sobé
v8echny asymptoticky stacionarni a tim i stacionarni procesy a v8echny dalsi procesy zminéné v
ramci prikladi pro tfidu procest s ¢asovymi procesy. Patii sem tedy vSechny markovské fetézce,
skryté markovské fetézce, blokové procesy a dalsi. Upozornéme na zavér, ze ne vSechny procesu
s ¢asovymi pruméry jdou ke svynm pramérim stejnomérné.

4.3 Rozdéleni nahodného procesu

Podobné, jako v jinych partiich teorie pravdépodobnosti, i v pfipadé teorie informace hraje hlavni
roli rozdéleni ndhodnych veli¢in, potazmo rozdéleni ndhodného procesu. Uvidime, Ze naprosta
vétsina nasich tvrzeni a v&t nezméni svou platnost, kdyz nahradime uvazovany proces, jinym
procesem se stejnym rozdélenim.

Piipomenime, Ze rozdéleni nahodné veli¢iny X : Q — R, je pravdépodobnostni mira Px na
Borelovskych mnoZinach B(R), ktera je definovana predpisem Px (U) = P(X~1(U)), pro vechna
U € B(R). Podobng, pro obecny “ndhodny objekt”, neboli pro méfitelné zobrazeni X z (2, F)
do (Q,F") je rozlozenim X pravdépodobnostni mira Px, kde Px(U) = P(X~1U), pro vechna
U € F'. Do této velmi obecné definice se vejde napiiklad jednoduchy piipad nami uvaZzovanych
diskrétnich veli¢in X : Q@ — A, kde A je kone¢na mnozina. Méfitelnymi podmnoZzinami A jsou pak
vSechny jeji podmnozZiny a mira je plné charakterizovand svymi hodnotami na jednoprvkovych
mnozinach Px ({a}), a € A, kterou my zna¢ime pro jednoduchost Px(a).

My muzeme tuto definici ale také uplatnit na cely ndhodny proces, pokud ho chapeme, jako
zobrazeni X :  — AN. Z méfitelnosti jednotlivych X;, i € N, plyne méfitelnost X vici B(AY),
coz je nejmens{ o-algebra obsahujici mnoziny

{z e AV | z; = a}, ie€Njae A
7 uzavienosti na pruniky plyne, Ze jsou méfitelné také vSechny mnoziny
[u] := {z € AV | xLuFl = u}, ue A"
Tyto mnoziny nazyvame cylindry. Systém cylindra tvoif mnozinovou algebru, t.j. systém je uza-
vieny na kone¢né priniky a kazda mnozina se da doplnit na nejvyse spocetny systém vzajemné
disjunktnich mnozin, jejichZ sjednocenim je AN. Diky tomu je rozdéleni procesu Py jednoznacéné

uréeno hodnotami

Pr([u]) = P(X7([u]) = P(Xg ™" = ug ™),
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neN ueA™
Kromé rozdéleni Px na AN, zavedme také zobrazeni o : AN — AN které méa piredpis

(0((.%1')1'6]\]))]‘ = $j+1, T € AN,j S N

Zobrazeni posouva soufadnice, proto ho nazyvame “posunem”. Pomoci tohoto zobrazeni a pfislus-
ného rozdéleni miuzeme vyjadrit vlastnosti procesu z této kapitoly i potfebné tvrzeni o entropii.
V dalgich kapitolach se budeme zabyvat pravé strukturou (AN, B(AY), Px, o).

Cviceni 1. Vyjddrete vlastnosti procest z této kapitoly pomoci rozdéleni Px a zobrazeni o.

Cviceni 2. Dokazte, Ze pokud maji dvé ndhodné veliciny X a 'Y stejné rozdélent, maji stejné
rozdélent také informacni obsahy Ix a Iy . Zdroven maji stejnou entropii.

Cviceni 3. Dokazte, Ze pokud maji dva procesy X a Y stejné rozdélent, maji i stejné vlastnosti
a stejnou entropii.

Cviceni 4. Zkonstruujte priklad, kdy maji veliciny Tx a Iy stejné rozdélent, ale P(Zx = Iy) =
0.

5 Dynamické systémy, definice a priklady

Pro vhodny formalni popis (A", B(AY), Px, o) z predchozi kapitoly, zavedeme pojem dynamického
systému a uvedeme nékteré vybrané ¢asti ergodické teorie.

Dynamické systémy maji modelovat vyvoj slozitych systémii v ¢ase. V pripadé tohoto textu
budeme uvazovat diskrétni ¢asové okamziky, tedy ¢as bude reprezentovan diskrétni mnozinou a to
prevazné mnozinou prirozenych &isel N, pfipadné mnozinou celych ¢&isel Z. Druhy piiklad umoz-
fiuje zaporny Cas, ktery interpretujeme jako minulost systému. Poznamenejme, Ze do mnoziny N
fadime nulu.

Budeme tedy uvazovat mnozinu (2, zobrazeni T' : Q — € a jeho iterace T", definované
induktivné predpisem

T’ =Idg, T"*'=ToT" T "=(T"")",

kde n je pfirozené a T—" je definovano pouze v piipads, Ze je T bijekce na Q (toto vétsinou
predpokladat nebudeme). Mame-li bod x € Q, potom T"(z) budeme povaZzovat za stav systému
v Case n, za predpokladu, Ze systém “za¢inal” v bodé x. Posloupnost (T"(z))nen budeme na-
zyvat trajektorii bodu z, mnozinu bodu T"(z), n € N, budeme nazyvat orbitou tohoto bodu.
Pokud bude existovat T~! zavedeme analogicky pojem oboustranné trajektorie (77(x))nez a
oboustranné orbity. Pokud plati z = T'(z), fekneme, Ze z je pevnym (fixnim) bodem, pokud
plati © = T™(z), nazveme bod periodickym a n nazyvame periodou bodu. Vétsinou pak mluvime
o nejmensim takovém n pro dany bod. Mnozinu B C (2 nazveme invariantni, pokud B = T~ B,
slabé invariantni, pokud B C T~!(B). Na mnoziné €2 budeme uvazovat o-algebru méfitelnych
mnozin a pravdépodobnostn{ miru. Zajimat nas bude evoluce takové miry.

Definice 3. Meéritelngch dynamickym systémem nazveme trojici (Q,B,T), kde B je o-algebra
podmnozin Q a T je méritelné zobrazeni z Q) do ). Pravdépodobnostnim dynamickyjm systémem
nazveme ctverici (0, B, u, T), kde (Q,B,T) je méFitelny dynamicky systém a u je pravdépodob-
nostni mira na B. Rekneme, Ze je tento systém invariantni, pokud je p T-invarianini , t.j. pokud
w(T~1B) = u(B) pro kazdé B € B.

Pokud navic T zobrazuje ) bijektivné a oboustranné méfitelné na ), Fikdme Ze je dynamicky
systém invertibilng.
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V piipadé pravdépodobnostniho dynamického systému budeme obvykle predpokladat, ze u
je uplné. Pokud tomu tak nebude z definice, ziplnime o-algebru B. Pokud uvazujeme razné miry
na stejném méfitelném prostoru, musime brat v potaz, ze se v takovém pfipadé po ziplnéni
i podkladové méfitelné dynamické systémy zacnou lisit. Ve velké ¢éasti tohoto textu budeme
pracovat primarné s invariantnim pravdépodobnostnim dynamickym systémem, t.j. s invariantni
mirou.

Bude-li jasné, kterou o-algebru mame na mysli, budeme zapis zkracovat na (€2, u, T'), podobné
v pripadé miry p a zobrazeni T. Zaroven budeme v piipadé obou typu dynamickych systémii
vynechavat upfesnéni, zda jde o méritelny, ¢i pravdépodobnostni dynamicky systém, pokud to
bude jasné ze zapisu a kontextu.

Na zobrazeni T' budeme hledét jako na zobrazeni pravdépodobnostniho prostoru (€2, B, 1) do
sebe sama. Takové zobrazeni se obvykle nazyva endomorfismem. Pokud je navic zobrazeni T
bijektivni a T~! je endomorfismem na €, nazyva se T automorfismem nebo transformaci nebo
invertibilnim systémem. Zobrazeni T budeme uvazovat jakozto morfismus v kategorii pravdépo-
dobnostnich prostorti, tedy nebude zddnym problémem, pokud bude definovan pouze p-skoro
vSude, invertovatelny téz jen u-skoro vsude. Dvé zobrazeni pro nas budou totozné, pokud budou
shodné skoro vsude.

Kromé meéfitelného systému budeme uvazovat jesté systém topologicky.

Definice 4. Topologickym systémem nazveme trojici (Q,G,T), kde G je kompaktni Hausdorffova
topologie takovd, Ze T je vzhledem k této topologii spojité zobrazeni z Q do Q (tedy TG € G pro
vSechny G € G).

Vazba mezi topologickym a méfitelnym systémem je nasledujici.

Véta 2 (Krylov-Bogoljubov). Bud (2,G,T) topologicky dynamicky systém. Pak ezistuje pravdé-
podobnostni mira u na Borelovskijch mnoZindch B(G), kterd je invariantni viéi T. Tedy (Q, B(G), u, T)
je invariantni pravdépodobnostni dynamicky systém.

Invariantnich mér muze byt vice. Mezi nimi nas budou zajimat ty, které spliuji nasledujici
definici.

Definice 5. Systém (Q, B, 1, T) nazveme ergodickym, pokud kaZdd méFitelnd invariantni mno-
Zina je trividlng, t.j. kazdd mnozina A € B spliujici A =T~ A md miru 0 nebo 1.

Dfive nez uvedeme piiklady vyslovme dilezité lemma a jeho disledek.

Lemma 8. Necht (Q, B, 1) je pravdépodobnostni prostor a T méTFitelné zobrazeni na ném. Potom
mnozina

B'={BeB|uB)=uT 'B)}
tvori Dynkintdv systém, t.j. neprdzdny soubor podmnozin Q) uzavieny na dopliky a spocetnd dis-
Junktni sjednocent.

Dikaz. Prazdna mnoZina a celé Q jisté nalezi do B'. Pokud B € B’, pak
W(T7YQ\ B)) = p(T710\ T1B) = u(@\ "' B) = 1 — u(T"1B)
=1—p(B) =pu(2\ B).

Pokud By, Bs, ... jsou po dvou disjunktni mnoZiny z B’, potom jejich vzory jsou také po dvou
disjunktni a plati

@Y B)) = w(lJT71(B)) =D w(T1(By))

1€EN 1€EN 1€EN
=Y w(B:) = u(lJ By).
ieN €N
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Dusledek 2. Necht (Q,B,u) je pravdépodobnostni prostor a T méfitelné zobrazeni na ném.
Necht A je soubor méfitelngch mnozin generujici B, ktery je uzavieny na konecné neprdzdné
priniky. Pokud plati podminka p(B) = u(T~1B) pro viechny mnoZiny z A, pak tato podminka
plati pro vSechny mnoziny z B.

Tento disledek plyne bezprostfedné z predchoziho lemmatu a Dynkinovy véty.

Piiklad 1 (Rotace kruznice). Bud T = {z € C | |z| = 1} jednotkova kruZnice v komplexni ro-
viné, opatfena topologii indukovanou z komplexni roviny. Pro oblouk L, ozna¢me ¢(L) délku ob-
louku L. Takto definovana funkce ¢ se da jednozna¢né rozsifit na miru na Borelovskych mnozinach
B(T). Tato mira, stejné jako jeji normalizovand verze y, je invariantni viiéi otdéeni Ry (z) = x-e'?,
pro viechna ¢ € R. Dostavame, ze (T, B(T), 1, Ry) je invariantnim dynamickym systémem, ktery
je navic invertibilni a ergodicky. Otaceni je spojité, takze dostavame téz topologicky systém.

Priklad 2 (Zdvojeni kruznice). Zdvojeni kruznice je systém definovany stejné jako v predchozim
piikladu, jen zobrazeni je definované piedpisem T'(z) = x2. Takovéto zobrazeni je opét spojité,
definuje tudiz topologicky dynamicky systém, zachovava miru definovanou v pfedeslém bodé a
prislusny pravdépodobnostni systém je ergodicky. Zobrazeni ovem neni invertibilni (a to ani
skoro viude).

Piiklad 3 (Stan). Bud I = [0,1] jednotkovy interval a T' zobrazeni definované na I piedpisem
T(x)=1-—|1-2x|.

Topologicky systém (I, T) se nazyva “stan”. Invariantnich mér je tu vice. Neni tézké ukazat, ze
klasicka Lebesgueova na intervalu je invariantni a ergodicka. Mimo to mé zobrazeni pevny bod,
tj. bod pro ktery z = T'(x). Takovym bodem jsou 2/3. Druhou invariantni mirou je tedy Diracova
mira soustfedéna v tomto bodé. Tato mira je také ergodické. Invariantni, nikoliv vSak ergodicka,
je téz jakakoliv konvexni kombinace téchto mér.

Piiklad 4 (Zdvojeni intervalu). Bud I = [0, 1] jednotkovy interval a T zobrazeni definované na
I predpisem
T(x) =2z mod 1.

Invariantnich mér je opét vice. Neni tézké ukazat, ze klasickd Lebesgueova na intervalu je inva-
riantni a ergodickd. Mimo to mé zobrazeni pevny bod, tj. bod pro ktery x = T'(z). Takovym
bodem jsou 2/3. Druhou invariantni mirou je tedy Diracova mira soustfedéné v tomto bodé. Tato
mira je také ergodicka. Invariantni, nikoliv vSak ergodicka, je téz jakékoliv konvexni kombinace
téchto mér.

Definice 6. Necht (Q, A, 1, T) a (T',B,v,S) jsou dva dynamické systémy. Homomorfismem jed-
noho systému do druhého je jakékoliv méritelné zobrazeni ¢ z mmoZiny ' € A plné miry do T’
takové, Ze
(oD =(Sod)la, a u(o~'(4)=wr(4),
pro kazdé A € B.
Zobrazeni ¢ je isomorfismem, pokud zobrazi Q) bijektivné, oboustranné meéritelné, na mnoZinu
T’ € B plné miry.

Existuje-1i mezi dvéma systémy (2, A, u, T) a (T, B, v, S) isomorfismus, fekneme, ze jsou sys-
témy isomorfni. Existuje-li homomorfismus z 2 do T, pak (I', B, v, S) je faktorem (Q, A, u,T) a
(Q, A, u, T) je rozsitenim (I', B, v, S). Zobrazeni ¢ se v takovém piipadé nazyva téz faktorizujicim
zobrazenim.
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Lemma 9. Necht (Q, A, u,T1) je dynamicky systém a Ty je méfitelné zobrazeni definované na
Qo plné miry shodné s Ty skoro vSude. Potom (0, A, u,T) je také dynamicky systém, ktery je
isomorfni s puvodnim. Isomorfismem mezi témito systémy je identita definovand na pFislusné
mnoziné plné miry.

Cviceni 5. Zdvojeni kruznice je isomorfni se zdvojenim intervalu.

Cvigeni 6. Rotace kruZnice Ryje isomorfni se systémem (I, B(I), A, S), kde S(z) = (x + ¢)
mod 1.

Cvi€eni 7. Rotace kruinice Ray je faktorem rotace kruznice Rg.

6 Symbolické systémy

Uvazujme né&jaky koneény diskrétni prostor A a jeho Kartézskou mocninu A%, resp. AN opatienou
produktovou topologii. Symbolickym systémem nazveme kazdy topologicky systém definovany na
tomto topologickém prostoru. Typickym symbolickym systémem je jednostranny a oboustranny
posun. Jednostranny posun o : AN— AN je definovan piedpisem

J(a0a1a2 .. ) =a1az...
a oboustranny o : AZ— A? piedpisem
o(...a_sa_1.apa102 ...) = ...a_100.0410203 . . .,

kde te¢ka v zapisu oboustranné posloupnosti z A% bude vidy oznacovat misto, které déli indexy
na zaporné a nezaporné. Takova zobrazeni jsou spojitd a na. Oboustranny posun je invertibilni
a jeho inverze je téz spojitéa. Navic jsou oba metrizovatelné néasledujicimi metrikami dz resp. dy:

dN(CC,y) _ 2—min{i20,mi7§yi}

do(z,y) = 9~ min{i>0,z;7#y; nebo z_;#y_;}

pro x # y a dy(z,x) =0, dz(x,z) = 0.

Definice 7. Ctverici (AN, B(AN), u, o), kde p je pravdépodobnostni Borelovskd mira, nazveme
procesem.

Tento pojem je volen s ohledem na souvislost s klasickym nédhodnym procesem popsanou
nize.

Struktura symbolickych systému se ¢asto popisuje pomoci cylindri a slov. Slovem nazveme
kazdou kone¢nou posloupnost prvka z a, indexovanou ¢isly 0,1,...,n — 1, kde n je délka slova.
Ozna¢éme A™ mnozinu slov délky n, A bud prazdné slovo, jediné slovo délky 0. Dale bud A*
U,en A" mnozina viech slov. Pro slovo u € A*, |u| znacf jeho délku. Slova nad abecedou A tvoii
monoid vzhledem k operaci konkatenace. Konkatenaci dvou slov u a v zna¢ime wv. Je to slovo
délky |u| + |v|, definované piedpisem uv; = u;, pro i < |u| a uv; = v;_jy, pro |u| < i < |ul + |v].
Jednotkovym prvkem monoidu je prazdné slovo. Mnozinu A nazyvame abecedou. Pokud w = uvz,
pak v8echna slova u, v i z nazyvame podslovy slova w. Slovo u nazyvame prefixem slova w a slovo
w nazyvame pravym rozsifenim slova u. Relaci podslova a prefixu zna¢ime v C w resp. u < w.
Pokud u # w, pak fikime, Ze je prodlouzeni, ¢ podslovo vlastni.

<
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V jednostranném symbolickém prostoru definujme pro slovo u € A* cylindr
[u] = {(a;)ien, a; = u;, pro v8echna ¢ =0,1,... |u| — 1}
V oboustranném symbolickém prostoru definujeme pro slova u,v € A* cylindr nasledovné
[vaw] = {(T:)iez, T_jp|T—|p|41 - - - To1 = V, TOTL ... Ty_1 = W}

Platf [u], = [v.w], kde v = ugu1 .. . Upy|4n—1 & W = Upy|qr - - - Ujus|41-
Cylindry tvoii bazi obojetnou bazi AN resp. A i bazi o-algebry Borelovskych mnozin. Navic
plati,

e [v] C [u] tehdy a jen tehdy je-li u prefixem slova v,
e [v] a [u] maji neprazdny prinik tehdy a jen tehdy je-li jedno ze slov prefixem druhého.
Pfirozené plati, ze [v] C [u] tehdy a jen tehdy je-li u prefixem slova v.

Véta 3 (Kolmogorovova véta o rozsiteni). KaZdd nezdpornd koneéné aditioni redlnd funkce za-
dand na cylindrech se dd jednoznacné roziirit na konecnou miru na A% resp. AYN.

Nasledujici lemma ukazuje, ze kone¢nou aditivitu v pifpadé AN lze ovétit pomoci podminky,
kteréd se nazyva podminka konzistence.

Lemma 10 (Podminka konzistence). Redlnd funkce na cylindrech je konecné aditivni tehdy a
jen tehdy plati-li ndsledujici podminka:

p(lu]) = Z w([ual), pro vsechna slova u.
acA

Drikaz. Jisté z konecéné aditivity vyplyva podminka konzistence. Z podminky konzistence lze
lehce dokazat indukci podle n, Ze pro kazdé n,

w() = 3 plfuel),  we A

vEA™

Bud nyni u € A*, M C A* koneéna mnozina, takové, Ze cylindr [u] je disjunktnim sjednocenim
cylindri [v], v € M. Polozme ¢ = max{|v|,v € M},

Si=S ul) =3 Y ).

veM vEM we Aa—Ivl

Slova vw z predchozi sumy jsou po dvou rizna, maji délku g a jsou prodlouzenim slova u, protoze
[v] C [u]. Tato slova splyvaji se souborem vSech moznych prodlouzeni slova u délky ¢. Je-li totiz
w’ prodlouZeni slova u, tak [w’] je obsaZen v [u] a proto musi mit neprazdny prinik s nékterym
cylindrem [v], v € M. P¥islugné slovo v musi byt prefixem w’, nebo naopak. Jelikoz |w’| > |v], je
v prefixem w’, tedy w’ je tvaru vw. Proto

Si= > D= Y w(u]) = u(]).

w' €AY u=w’ v’ eAa—lul
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Lemma 11 (Podminka invariance). Mira na AN je invariantni tehdy a jen tehdy plati-li ndsle-
dugici podminka:

p([u]) = Z wu([aul), pro viechna slova u.
acA

Diikaz. Podminka v lemmatu je shodné s podminkou, Ze mira vzoru cylindru je totoZné s mi-
rou cylindru. Cylindry jsou uzaviené na priniky a generuji o-algebru. MuZeme tedy aplikovat
Disledek 21 O

Vratme se nyni k souvislosti s ndhodnymi procesy. Ozna¢me projekce z AN do jednotlivych
soutadnic jako m,, tedy 7, : AN — A je definovana predpisem 7, (z) = x,, pro = € AYN. Na tyto
zobrazeni muzeme nahliZzet jako na ndhodné veli¢iny definované na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (AN, B(AY), i), tedy to je nahodny proces s hodnotami v A.

Pfipomenme, Ze Zminény proces (7;);cn mé zjevné rozdéleni rovné pavodni mife u, nebot z
definice projekce plyne

w(mo,ny = u) = p([u]),  we A

Tento fakt shrnuje a rozsifuje nasledujici véta.

Tvrzeni 12. Bud (AN, B(AY), ) pravdépodobnostni prostor. Potom projekce (m;)ien tvoi nd-
hodnyj proces s rozdélenim p.

Je-li X = (X;)ien ndhodny proces na pravdépodobnostnim prostoru (0, F,P) s hodnotami v
konecné mnoziné A, je (m;)ien definovany na (AN, B(AY), Px) proces se stejnym rozdélenim.

Z definic a z faktu, Ze invarianci lze ovéfovat pouze na cylindrech, plyne také nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 13. Ndhodny proces X = (X;)ien s hodnotami v koneéné mnoziné A, je staciondrni,
prdave tehdy kdyz je systém (AN, B(AN), Px, o) invariantni.

Postupné uvidime, ze také ergodicita procesu odpovida ergodicité systému a zaroven zavedeme
odpovidajici pojmy pro asymptotickou stacionaritu a asymptotickou ergodicitu.

Jelikoz nami zkoumané vlastnosti procest zavisi jen na vlastnostech odvozenych dynamickych
systémi, které pro jednoduchost nazyvame také procesy, budeme jednotlivé piiklady procesi
rovnou popisovat pomoci rozdéleni.

Priklad 5 (Bernoulliovsky posun, i.i.d. proces). Bud (A%, o) oboustranny posun a bud (p,)aca
pravdépodobnostni vektor. Pro slova u a v délky m a n a pfislusny cylindr definujme redlnou
funkci p nasledovné:

p([uv]) = (PugPus ~ -+ Py ) (PooPoy * -+ Doy )-

Tato funkce se da jednozna¢né rozsitit na pravdépodobnostni miru na Borelovskych mnozinach
na AZ, ktera je invariantni vii¢i posunu. Ctvefice (A%, B(A%), u,0) je ergodickym dynamickym
systémem. Stejné konstrukce funguje pro jednostranny posun.

P#iklad 6 (Markovsky posun, Markovsky proces). Bud (A%, o) oboustranny posun, (M, p)a pea
stochastickd matice, tj. matice s nezdpornymi koeficienty jejiz fadky se setou na jednotku. Z
Perron-Frobeniovy véty plyne, Ze existuje pravdépodobnostni vektor (pg)aeca takovy, ze pM = p.
Vezmeme takovy vektor a pro slova u a v délky m a n a pfislusny cylindr definujme redlnou
funkci p nasledovné:

M([UUD = Pug (Muoﬂtl Muhuz et Munl—27um71)MunL—17U0 (Mvoﬂfl MU1,U2 et M'Un72yvn—1)
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Tato funkce se da jednozna¢né rozsitit na pravdépodobnostni miru na Borelovskych mnoZinach
na A%, ktera je invariantni vici posunu. Ctvefice (A%, B(A%), u, o) je dynamickym systémem, ne
vzdy ergodickym.
Stejné konstrukce funguje pro jednostranny posun, kde navic miazeme zvolit libovolny prav-
dépodobnostni vektor p (nemusi spliiovat pM = p).
Definujeme
u([u}) = Duo (MumulMul,ug et Mun727un71>'

Cviceni 8. Dokazte podminku konzistence a invariance pro Markovské a Bernoulliovské jedno-
stranné procesy.

7 FErgodické systémy

V dynamickém systému (Q, A, u, T') byva dilezité, jak se chovaji trajektorie jednotlivych bodd,
kde trajektorii bodu x rozumime posloupnost T%(z), k € N. Z hlediska pravdépodobnostniho

~ive

proto pro z € 2, m < n, méfitelnou f : Q@ — R néasledujici sumy a praméry:

n—1
. 1
S[m,n) (f7$7T) = E f(Tkm)7 S[m,n)(.ﬂxaT) = S[m,n)(.ﬂxa T)
k=m

n—m

Sn(f7x7T) = S[O,n)(f7$7T)7 S’n(.ﬂxaT) = S[O,n)(.ﬂxaT)'

O ¢asovych pramérech budeme mluvit v pFipadé S’[m,n)( fyx,T), ale také v limitnim piipadg,
ktery znac¢ime nasledovné:
S'(f,x,T) := lim S'n(f,x,T).
n—oo

Pokud bude T jasné z kontextu, budeme ho ¢asto vypoustét a psét jen S(f, z) namisto S(f,z,T),
atp.

Uvédomme si také, Ze notaci S|, ) atp. lze zastoupit pomoci jednodussi S, nésledujicim
zpusobem:

S[m,n)(f7x7T) = Sn(fa mevT)v S’[m,n)(fvm7T) = ‘gn(fv mevT)

Zasadni vétou, tykajici se pravdépodobnostnich dynamickych systému je ergodickéa véta. Ta
mé ruzné podoby a my zde uvedeme bez dikazu jeji formu, kterd se tykd chovani ve smyslu
“skoro jisté”. My ji uvedeme bez pouziti pravé zavedené notace.

Vé&ta 4 (Birkhoffova ergodicka véta). Necht (Q, A, u, T) je invariantni pravdépodobnostni dyna-
micky systém, f : Q — R je p-integrovatelnd. Pak existuje p-integrovatelnd funkce f* : Q — R
takovd, ze f*(T(x)) = f*(x) s.J. a

1 n—1
im LS p @) = @ [ F@dn= [ fadn
Jim kZ:O j / u / u

Ergodicka véta tedy ukazuje, ze pro vétsinu prvka = € € se ¢asové pruméry hodnot f ustaluji,
maji limitu. To je hlavni pf¥inos ergodické véty a tento fakt ma netrividlni dikaz. To, ze f* je
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invariantni skoro vSude vyplyva jiz vcelku pifimo z faktu, Zze f* je limitou ¢asovych pramérua. Ve
specidlnim p¥ipadé, kdy je f omezend, se pramér pro prvnich n iteraci pro z a pro f(x) lisi o
|f(x) — f(T"H(x))|/n, coz jde jisté k nule. Uvedme jesté tuto vétu s pouzitim nasi notace.

Véta 5 (Birkhoffova ergodicka véta, formulace II). Necht (2, A, 1, T) je invariantni pravdépo-
dobnostni dynamicky systém, f : Q — R je u-integrovatelnd. Pak je éasovy primér S(f,x) skoro
vSude dobfe definovany a plati

(. (T()) = 5(f.2) 5.j. / S(f,x)dp = / f(@)dp.

Ergodicka véta je podobné zadkonu velkych ¢isel, kde se fiké, ze limita ¢asovych pruméra
konverguje skoro jisté ke stfedni hodnoté. Casovy prumeér S (f, z), jako funkce z, je tedy v takovém
piipadé skoro jisté konstantni. Tuto silu v piFipadé ergodické véty pro obecny invariantni systém
nemame.

Na rozdil od zékona velkych &isel S (f,x) limita muZe zaleZet na x. Jednoduse nemusi platit,
ze limitou Casovych priméri je stfedni hodnota realné veli¢iny f. Pokud bychom ovSem pridali
konstantnost S (f,z) jako predpoklad, pak uz by z druhé ¢asti ergodické véty plynulo, Ze tato
konstanta se musi rovnat E(f). To nas vede k definici ergodického systému a nasledujicimu
dtsledku ergodické véty, ktery jiz zcela odpovida zakonu velkych ¢isel.

Definice 8. Dynamicky systém (Q,A, 1, T) je ergodicky, pokud pro kaZdou integrovatelnou f :
Q2 — R je S(f,x) konstantni skoro viude.

Disledek 3. Invariantni dynamicky systém (Q, A, u, T) je ergodicky prave tehdy kdyz pro kaZdou
integrovatelnou f : Q) — R plati:

S(f,x) =E(f) s.j.

Déle budeme potiebovat ekvivalentni charakteristiku ergodicity. Nejprve uvedeme potiebné
znaceni a jednoduché pozorovani. Prvni obecné tvrzeni z teorie pravdépodobnosti uvidime bez
dikazu.

Lemma 12. Pro integrovatelné funkce f,g: Q — R na pravdépodobnostnim prostoru plati:

f§gs.j-&/f2/g = f=gsi

Pro meévitelnou funkci f plati, Ze je skoro vsude konstantni, pravé tehdy kdyz pro vSechna
a,be R, a<b, plati

u(f (a,b)) € {0,1}.

Pro mevitelnou funkci f plati, Ze je skoro vSude konstantni, pravé tehdy kdyZ pro vSechna
b € R plati

u(fil(_oo7 b)) € {Oa 1}
Pro posloupnost mnozin U;, i € N definujme
liminf U; = | J (U, limsupUs = () | J U
1—>00 . 1—00 .
n=01i=n n=01i=n

Prvni mnozina obsahuje prvky, které nalezi do v8ech mnozin U; z posloupnosti, az na koneéné
mnoho, druha mnozina obsahuje ty prvky, které nélezi do nekoneéné mnoha mnozin z posloup-
nosti U;. Je tedy vidét, Zze druha obsahuje prvni.
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Pro nas budou zajimavé mnoziny

lim inf 77U, limsup T~ *U.

1—00 i—00
ODbé dvé limitni mnoziny jsou z definice invariantni.

Lemma 13. Mé&jme invariantni dynamicky systém (Q, A, u, T), U € A. Pokud je U skoro sub-
invariantni nebo skoro super-invariantni, pak je skoro invariantni, t.j.

(u(T7'U\U) =0 nebo n(U\T'U) =0) = wWTUAU) = 0.
Pokud je mnozina U skoro invariantni, pak md stejnou miru jako invariantni mnozina lim inf;_, o T~*U.

Diikaz. Prvni ¢ast dokazme obecngji, bud U,V € A, u(U) = pu(V). Pak
wUN\V) = p(U) =p(UNV) = w(U) = (u(V) = p(VA\U)) = p(V\U).

Tedy je-li mira jednoho rozdilu nula, pak je i mira druhého rozdilu nulova.
Pokud je mnozina U skoro-invariantni, pak

p(JT7HO) < w(TU) + > (T U\ TR VD)

k>n k>n

T7"U)+ Y (T 'UN\U) = p(T~"U).
k>n

Jelikoz je T~™"U podmnozinou daného sjednoceni, musi byt miry totozné. Vzhledem ke spojitosti
pravdépodobnosti plati:

7 _ k _ T—" _
p(liminf T~U) = lim ukUT U) = lim u(T~"U) = p(U).

O

Tvrzeni 14 (Charakterizace ergodicity I). Pro invariantni dynamicky systém (Q, A, u, T) jsou
ndsledujict podminky ekvivalentni:

1. systém je ergodicky
2. KazZdd invariantn? méritelnd mnozZina md miru nula nebo jedna, t.j.

UcA & U=TYU) = w(U) € {0,1}.

3. Kazdd skoro-vsude sub-invariantni mévitelnd funkce je skoro vSude konstantni.
f(T(x)) < f(x) s.j. = JeeR, f(z) =c s.j.

Diikaz. Indikdtor 1y invariantni méfitelné mnoziny, je invariantni integrovatelnou funkei. V in-
variantnim ergodickém systému je tedy roven skoro vSude konstanté. Je tedy bud skoro vsude
roven jedné, nebo nule. OvSem stfedni hodnota indikatoru, alias mira U pak musi byt rovna této
konstanté - tedy 0, nebo 1. Tim jsme dokézali implikaci (1) = (2).

Predpokladejme nyni platnost (2) a necht vezméme nyni skoro viude sub-invariantni méfi-
telnou funkei f. Pro d € R uvazme mnozinu Vy téch x € Q, pro které f(x) < d. Pokud je nyni
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f(T(z)) < f(x), plati také T(x) € V. Neboli Vi \ TV} je podmnozinou mnoziny, kde funkce f
neni sub-invariantni. Tato mnoZina méa miru nula a proto je Vj; skoro super-invariantni. Potom
ovsem, dle pfedchoziho lemmatu existuje invariantni mnozina stejné miry. Z platnosti podminky
(2) dostavame okamzité, ze u(Vy) je nula, nebo jedna. Toto plati pro jakékoliv d € R. Splnili
jsme tedy kritérium skoro konstantnosti pro f.

Predpokladejme platnost podminky (3). M&me integrovatelnou funkci f : Q — R. Z ergodické
véty plyne, 7e je S (f,x) integrovatelna a skoro v8ude invariantni. Z podminky (3) dostavame, Ze
je tedy skoro vSude konstantni. O

Dalsi dilezita charakterizace bude velmi uzite¢na pii ovérovani ergodicity.
Tvrzeni 15 (Charakterizace ergodicity I1). Invariantni dynamicky systém (Q, A, u, T) je ergo-
dicky prdvé tehdy kdyZ pro kazdé dvé mnoZiny U,V € A plati

n—1
1 _k
Jim — kE_Ou(T Unv)=uU)uv).

Diikaz. Pokud je systém ergodicky, plati

n—1 n—1
1 _ 1
T}LIEOE; wW(T=*UNV) = lim 7; /1T7kU(x)1v(x)du(x)
=0 =0

- / (JLH;O izlem) Ly (2)dp(x)
k=0

— [ W)y )duta) = (V).

Opacng, je-li U € A invariantni, dostavame
1 n—1
_ o L —k _
uU) = lim — kE_Ou(T Unu) = pU)u0).

Z toho plyne p(U) € {0,1}. O

Tvrzeni 16 (Charakterizace ergodicity I1I). Bud (Q, A, u, T) invariantni dynamicky systém, A’
systém mmnozin, ktery generuje A, ktery je uzavieny na priniky a kaZdd jeho mnoZina miZe byt
doplnéna dalsimi mnoZinami z A’ tak, Ze dohromady tvoii konecny rozklad Q. Pak je systém
ergodicky prdve tehdy kdyz pro kazdé dvé mnoZiny U,V € A" plati

n—1

T ST (TR AY) = p(0)(V)
k=0

Diikaz. Piima implikace plyne z pfedchoziho tvrzeni.

K dikazu zpétné opét pouzijeme kritérium pomoci invariantni mnoziny. Nejprve si oviem
uvédomme, Ze mame-li U a V ve formé disjunktnich sjednoceni mnozin z A’, pak pro né také
plati rovnice z tvrzeni. Konkrétné, je-li U = Ule U, V = U;n:1 Vj, pro vzajemné disjunktni
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mnoziny U;, ¢ < £ a pro vzajemné disjunktni mnoziny Vj, j < m, pak Navic
n—1 £ m

. 1 n—1 . . 1 .
nlin;E];)u(T UﬂV):nll_{rgoﬁkZU 1ZEM(T U; N V)
= o — 1= j:

— ZZ,}E& % > owTruin )
3 k

i=1 j=1

Pripomeiime standardni fakta z teorie miry. Oznac¢ime-li mnozinu v8ech kone¢nych disjunkt-
nich sjednoceni mnozin z A’ jako A”, dostaneme algebru mnozin, t.j. soubor mnozin uzavieny
na koneéné sjednoceni (nejen ta disjunktni), praniky a doplitky. Uvazme nyni rozsifeni tohoto
systému mnozin o v8echny mnoziny U € A, pro které je pravda, ze

Ve > 0, U. e A" u(UAUL) < e.

Da se lehce nahlédnout, Ze je toto rozsifeni o-algebrou, tedy obsahuje celé A.
Méme-li tedy invariantni mnozinu U a € > 0, existuje U, € A" takova, ze p(UAU,) < e.
Neboli

w(U) = (TN UL)| = [i(T~*U NU) — w(T*0. N U,
< ,U'((TikU n U)A(TikUs NU:))
< (T FUAT™*UL) + p(UAUL) < 2.

Tedy

n—1
_ L1 —k
u(U) = p(Ue)u(Ue)| = |u(U) = lim — kE_OAL(T UeNU:)| < 2e.

Podobné

(@) p(U) = w(Ue)w(Ue)| < [u(U) — w(Ue)|[(u(U) + p(Ue)) < 2e.

Plati tedy, ze |pu(U) — p(U)pu(U)| < 4e. Toto ovSem plati pro libovolné € > 0. Proto u(U) =
w(@p(U) a p(U) € {0,1}. Systém je tedy ergodicky. O

Bohuzel az toto tvrzeni umoziuje dokézat ergodicitu pro Bernoulliovské a Markovovy staci-
onarni systémy. K tomu budeme pouzivat nasledujici disledek.

Tvrzeni 17. Invariantni symbolicky systém (AN, B(AY), u, o) je ergodicky, prdavé tehdy kdyz pro
kaZdé dvé slova u,v € A* plati

n—1

LS (o ) 1 [o]) = pul[u]) (o).
k=0

lim —
n—oo n
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Driikaz. Cylindry jsou uzaviené na priniky, kazdy se da doplnit dal$imi cylindry slov stejné délky
do rozkladu AN a zaroven generuji B(AY). Lze tedy aplikovat ptedchozi tvrzeni. O

Disledek 4. Invariantni symbolické systémy odpovidaji staciondrnim procesim. Definice ergo-
dicity si odpovidaji.

Cviceni 9. Dokazte, Ze je Bernoulliovsky posun ergodicky.

Cviceni 10. Dokazte, Ze je staciondrni aperiodicky nerozloZitelny Markovsky posun ergodicks.

VyuZigte toho, Ze pro néj existuje limitni (jedno-dimenziondlni) rozdéleni a jediné staciondrni a
tato rozdélent jsou si rovna, neboli pro kaZdé a € A,

lim yi(0~"[a]) = 7(a),

n— oo

kde m = (7(a))qca je staciondrni rozdéleni. Zdroveri je pro staciondrni Markovsky proces pocd-
tecnd rozdélent rovno staciondrnimu.

Cvicéeni 11. Dokazte, Ze je staciondrni nerozloZitelny Markovsky posun ergodicky. VyuZijte
toho, Ze pro néj existuje jediné staciondrni rozdélent, které je rovno casovému pruméru jedno-
dimenziondlnich rozdélent, neboli pro kazdé a € A,

1 n—1
i 37 o Ha) = ()
k=0

kde m = (m(a))qea je staciondrni rozdélent. Zdrover: je pro staciondrni Markovsky proces pocd-
tecnd rozdélent rovno staciondrnimu.

8 Asymptoticky rovnomeérné rozdéleni

V této ¢asti naseho textu se budeme zabyvat bohatosti jazyka pro dany invariantni ergodicky sym-
bolicky systém, ktery zaroven budeme chapat jako prostor realizaci ndhodného procesu. Mame
tedy invariantni ergodicky symbolicky systém (AN, B(AN), i, o) a nahodny proces X = (X,,)nen
s rozdélenim Px = p (ten musi byt pak také ergodicky a stacionarni).

Pro rychlejsi zapis zavedme notaci h(p) = H(X):

hn(2) = Z([w0,n)]) = —log pi([(0,1)]) Hy(p) = H(X[o.ny) = E(hn)

Uvédomme si, ze
Ixyg (@) = hn(X(w))-

a ze %Hn(,u) konverguje k h(u).
Jazykem symbolického systému (AN, B(AY), u, o) se rozumi

AL = {ue A" | u([u]) > O}.

Mnozina takovych slov je neprazdnd a kazdé slovo z A}, ma prodlouZeni, které také nalezi jazyka.
To je jednoduchy diisledek toho, Ze cylindry [ua] tvoii disjunktni rozklad cylindru [u]. Mél-li tedy
cylindr [u] nenulovou pravdépodobnost, musi mit nenulovou pravdépodobnost také cylindr [ua]
pro néjaké A.

31



Obratme nyni svou pozornost na slova stejné délky, tedy na mnoziny
n __ n *
A =A"NA,

n € N. Tyto mnoziny dobife popisuji takzvany nosi¢ miry p, znaeny jako s(u), coZ je prinik
v8ech uzavienych mnozin plné miry. Zde je mozné psét:

s = U Ml

neENu€An
Nas bude zajimat, jak bohaté jsou tyto mnoziny a mnoziny odvozené. Pro symbolicky systém
uvazujme nasledujici ¢tyti pripady:
e Symbolicky systém je Bernoulliovsky na abecedg (0, 1, 2) s po¢ate¢nim vektorem (1/3,1/3,1/3),
e Symbolicky systém je Bernoulliovsky na abecedg (0, 1, 2) s po¢atenim vektorem (1/2,1/2,0),
e Symbolicky systém je Bernoulliovsky na abecedg (0, 1, 2) s po¢atenim vektorem (49/100,49/100, 2/100),

e Symbolicky systém je Markovsky na abecedé (0, 1,2) s po¢ateénim vektorem (1/3,1/3,1/3)
a pravdépodobnosti pfechodu My, = %, pokud a # b, jinak M, = 0.

V prvnim a tfetim piipadé je A} = A". Mira p tedy nijak nezmensila prostor moznych
realizaci. V druhém pfipadé je A}, = {0,1}" # A". Ve ¢tvrtém piipadé lze nahlédnout, ze Aj
sestava ze slov, ve kterych nejsou zadné dva po sobé jdouci symboly stejné. V pfipadech 1,2 a 4
maji viechna slova z A}, stejnou pravdépodobnost. V téchto pripadech je tedy také informacni
obsah Zx,, ., vSude konstantni a roven H(X[g ). Trividlné pak plati z € AN plati

1
lim —hy,(z) = h(p), z e AN

n—,oo N
V fedi procesu,

.1 ‘
lim —Zx, ., = h(u) s.j.

n—oo N,
Cviceni 12. Spocti pravdépodobnost slova z A} ve cturtém pripadé.

Trochu jiné je situace ve tfetim piipadé, kde A}, = A", ale kde posloupnosti dvojek jsou
daleko méné pravdépodobné, nez posloupnosti nul, ¢i jedni¢ek. Dokonce, ani po zlogaritmovani

pravdépodobnosti a podéleni délkou slova se tento rozdil nebude blizit nule, nebot pomér mezi
pravdépodobnostmi diverguje do nekonecna exponenciilné rychle. Konkrétneé:

p1"] (49

" 1
= ——(1 0"] — 1 1"]) = log(49) — log 2.
0] 2) , —(log u[0"] —log u[1"]) = log(49) — log
Zaroven
Na druhou stranu, se jedna o i.i.d. proces a diky zakonu velkych &isel plati, Ze ve skoro v8ech
posloupnostech X(w) (v p-skoro viech posloupnostech 2 € AY) se frekvence vyskyti jednotlivych

pismen limitné blizi jejich pravdépodobnosti, t.j.

P (ﬂ {w S e - u([an}> -1,
=0

a€cA
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jinymi slovy

’ (ﬂ { ea* | L3 0t - u([@d)}) -1

a€A =0
Z toho také plyne, ze pro kazdé € > 0:

(0

M([@"[O,n)]) = HM[%‘] = H (u[a])zllol[a](ffiw)

nl

Zl[a o'w) — p([a])

Ovsem

lhn(x) = —flog,u Zo, n) Z Zla] J :E IOg:U’([ ])

n
aeA

Tento vyraz skoro jisté konverguje k — 3, pu([a]) log uu([a]), coz je entropie Bernoulliovského
procesu. Tedy v tomto piipadé, nikoliv pro viechna z, ale pro skoro viechna x € AN plati

lim lhn(m) = h(u).

n—o00 N

Rozdil mezi pravdivosti pro viechna z a pro (u-)skoro v8echna x ilustruje nasledujici cviceni.

Cviceni 13. Pro tieti piipad dokazte, Ze pro poctem vétsinu slov z AT, — X log(u([u])) nekon-
verguje k h(u). (Hint - aritmetické proporci odpovidd proporce vici rovnoméernému rozdélend. To
vznikne z rovnomérného Bernoulliovského rozdélent, které md ale jinou entropii)

Pravé dokazané tvrzeni pro Bernoulliovsky piipad plati ve skute¢nosti pro jakykoliv invari-
antni ergodicky proces. Toto tvrzeni, bude stéZejnim tvrzenim této kapitoly. Rekneme, Ze ma
symbolicky systém (odpovidajici ndhodny proces) asymptoticky rovnomérné rozdéleni, po-
kud plati nasledujici konvergence v pravdépodobnosti

1 .
- | () — Hp ()| — 0, i.p.
Predchozi pozadavek se tyka takzvaného n-tého normovaného informa¢niho obsahu h, (x)/n.

Konkrétné pozadujeme, aby stfedni absolutni odchylka (od st¥edu, tedy od stfedni hodnoty) la
k nule v pravdépodobnosti:

— 0, 7.p.

V pripadé systému, ktery mé dobfe definovanou entropii, napiiklad v pifipadé invariantniho
systému, to odpovidéd podmince

%hn(x) — h(p), 1.p.

f{ekneme, ze mé symbolicky systém (odpovidajici ndhodny proces) silné asymptoticky
rovnomérné rozdéleni, pokud plati konvergence skoro jisté, t.j.

1 .
EVLH(‘T) — Hyn ()| = 0, 5.7
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Opét to v pripadé systému, ktery ma dobie definovanou entropii, odpovida podmince
1 .
@) > h(p), s

Vé&ta 6 (O asymptoticky rovnhomérném rozdsleni). KaZdy invariantni ergodicky symbolicky sys-
tém md silné asymptoticky rovnomeérné rozdélend.

Strategie ditkkazu bude nejprve ukézat, Ze horni a dolni limita %hn(x) se skoro vSude rovna
stejné konstanté. Zde pouzijeme kombinatoricky rozbor dlouhych slov a ergodickou vétu (o-
pokryti, §-rozklad, odhad moznych sloZenin slov). Druhym krokem je dokazat, Ze se limita rovna
entropii procesu. V této ¢asti dikazu je tfeba nahlédnout fakt, Ze malé ¢ast slov délky n, mala
z hlediska pravdépodobnosti, pfispiva malo k entropii. V této tvaze vlastné ukazujeme, Ze jsou
L1, () uniformné integrovatelné.

Jelikoz je [2(9,,41)] podmnozinou o~ [(o(2))[o,n)], je hn(ox) mensi nebo rovno hyi1(z) a
hn (o) ho(x)

lim inf < liminf L() = liminf =
n— oo n n—00 n n—00 n

hn ()

vyhradné bude zajimat, je skoro vSude rovna konstanté h. Podobné je limsup,, .o
viude rovna konstanté h.

Tyto konstanty nazveme dolni a horni entropii a budeme chtit dokazat, Ze se rovnaji
entropii systému.

Definujme nésledujici mnoziny slov nad abecedou A:

je tedy subinvariantni. V ergodickém systému, ktery nas ted
hy (@)

Funkce z — liminf, _
skoro

TS = {ue A" | plu) < 271MC)
Tz = {ue A" p(w) > 2711}
Te(8) = T s N T,

Uvédomme si, Ze

n

Zio,n) € T+(C) iff
Pro mnozinu slov M C A* zavedme notaci [M] ktera oznacuje sjednoceni vSech cylindri pro
slova z M, tedy

(M) = | {lu] | w e M}

Slova, a odpovidajici cylindry, z mnoziny Tj,)(d) budeme nazyvat typickymi (z hlediska
pravdépodobnosti). Zbyl4 slova a cylindry pak dé&lime na p#ilis mala resp. velka, t.j. ty které nalezi
do T,:L(#)+5 resp. Thf(u)fé. Dulezita nadmnozina typickych slov je pak mnozina slov z Tf;(u)+6’ o
které budeme oznacovat za velké (nikoliv pFilis velké). Ve je samoziejmé relativni vii¢i parametru
d.

Rekneme, ze mnozina slov M C A* slab& pokryva (AN, 1), pokud pro skoro viechna x € AN,
pro viechna L existuje n(x) > L takové, ze (g n(a)) € M, t.j.

() Unal) =1,

neNk>n
Rekneme, Ze mnozina slov M C A* pokryva (AN, 1), pokud

nli_)rrécu([MﬂA =1
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Dale fekneme, e M siln& pokryva (AN, i), pokud pro skoro viechna z € AN, existuje L,
tak Ze pro vSechna n > L plati x| ,) € M.

w(J N0 ak) =1

neNk>n

Symbolicky dynamicky systém méa tedy (silng) asymptoticky rovnomeérné rozlozeni, tehdy a
jen tehdy, pokud pro kazdé 6 > 0, je (AN, 1) (silng) pokryty slovy z Ty, (6).

Lemma 14. Pokud mnoZina slov M silné pokryvd (AN, 1), pak ho také pokryvd. Pokud mnoZina
slov M pokrijvd (AN, 1), pak ho také slabé pokrijvd.

Ditkaz. Mnoziny V,, = (>, [M N A*], n € N, jsou rostouci, vzhledem k inkluzi, proto je mira
sjednoceni limitou jejich mér. Déle

L=p(lJ IMNAY) = lim u(()[MNAY]) < lim (M 0A")).

neNk>n k>n

Silné pokryvani tedy implikuje pokryvani.

Pokud M pokryva (AN, u), pak pro kazdé n, |J,~,, [M N A"] obsahuje mnoZziny, jejichZz mira
jde k jedné. Sama tato mnoZina méa tedy miru jedna. Z toho jiz plyne, ze M slabé pokryva
(AN, ). O

Zaroven pro M zavedeme entropii takto:

n
H(M) = lim sup M.
n—o0o n

Predpokladame tedy, Ze pocet slov v M délky n roste exponencialné rychle. Entropie ndm
rika, jak rychly je tento exponencialni rtst.

Bohatost dynamického systému lze také chapat skrze to, jak velkd mnozina slov je tfeba,
abychom nas dynamicky systém pokryli. Definujeme tedy dolni, resp. horni, pokryvaci ent-
ropii, A’ a b/, symbolického dynamického systému jako nejmensi moznou entropii mnoziny slov,
kteréd ho slabé, resp. silné, pokryva, t.j.

b = inf{H (M) | M slabé pokryva (A~ 1)}
B =inf{H(M) | M pokryva (AN, )}
h' = inf{H (M) | M siln& pokryva (AN, )}

Diagonalni argument pak ukazuje, Ze je mozné infimum zaménit za minimum.

Z definice dolnf limity dostéavame, Ze pro kazdé § > 0 je (AY, u) slabé pokryty slovy z T, .

Z definice horni limity dostavame, Ze pro kazdé § > 0 je (AN, u) silné pokryty slovy z 15" 5

Zaroven plati, ze slova z T, délky n generuji vzajemné disjunktni cylindry miry nejméné
2-"C Mize jich tedy byt maximéalné 2"¢. Dostavame tedy,

H(T,,,) <h+6,  H(T; ;) <h+3.

7 téchto pozorovani plynou nasledujici nerovnosti.

Tvrzeni 18. Pro ergodicky systém, h' < h a h' < h.
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Abychom navézali klasickou entropii H(u) a v8echny nové zminéné entropie, potiebujeme
konstruovat pokryti jednotlivych dlouhych slov, pomoci kratsich.

Posloupnost vzajemné disjunktnich neprazdnych intervalii [m;, n;), i < k, oznatime za 0-
rozklad intervalu [0,7), pokud ten obsahuje vSechny intervaly z posloupnosti a plati )., (n; —
m;) > (1 —d0)n. N

Posloupnost vzajemné disjunktnich neprazdnych intervali [m;,n;), ¢ < k, oznac¢ime za M-
rozklad intervalu slova u, pokud Uy, »,) € M, i < k (mimojiné vyzadujeme n; < |u|, i < k).
Posloupnost intervali nazveme (M, ¢§)-rozkladem slova u, pokud je to M-rozklad slova u a o-
rozklad intervalu [0, |ul).

Rekneme, Ze je slovo u 0-pokryto slovy z M, pokud existuje (M, §)-rozklad u. Mnozinu slov,
které jsou d-pokryty slovy z M oznacime M ().

Lemma 15. Pron e N, 0 <6 <1/2,

where H() = —dlogd — (1 — §) log(1 — 9).
Diikaz. Uvazujme vyraz xlogd)+ (1 —z)log(l—9), x € [0,1]. Vyraz je vaZenym primérem dvou

hodnot, kde z pfedpokladu 6 < 1/2 plyne, Ze hodnota log d je mensi nebo roven log(1—4). Proto,
¢im vétsi x, tim mensi hodnota vyrazu. Tedy pro k < dn,

log 6"(1 — 8)" % = klogd + (n — k) log(1 — &) = n (k logd + (1 - k) log(1 — 6))
n n

> —nH(9).
Dale
9~ nH(9) wf (”) < gl‘j (”) ok -0k < n (”> FAL-o)"F=0+(1-0)" =1
k=0 k =0 k = g
Z nerovnice jiz plyne pozadovany odhad. O

Lemma 16. Méjme prirozené L > 3 a mnoZinu slov M takovou, Ze |M N A™| < 2"C n e N,
[MNA® =0,n<L,0<d<1/2. Pak

i (M(5)) < C+blog|A|+ H(L™Y) + H(5).

Diikaz. Pro dané n a dany pevny dé-rozklad [m;,n;), i < k, intervalu [0,n), uvazujme slova z
M@ NA" které maji tento rozklad jako sviij (M, 6)-rozklad. Pro takova u plati, Ze wupm, (u),n, (u)) €
M, i < k(u). Slovz M©® N A" s danym rozkladem je tedy je maximalné tolik, kolika zpusoby
muzeme vyplnit pozice v kazdém z intervalt krat poc¢et moznosti, kolika mizeme vyplnit zbylé
pozice. Konkrétné je tento pocet omezeny konstantou

H 2(n17m1)C|A|5n < ZCZiSk(nifmi)
i<k

A|6n < 2nC|A|6n'

napiiklad tak, ze ur¢ime, kde jsou startovni pozice jednotlivych intervali a kde jsou mezery mezi
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nimi (tim jsou pak jasné vymezeny také konce intervala). Jelikoz je minimalni délka intervalu L,
umistujeme nejvyse 7 + 1 startovnich pozic. Takovych moznosti je nejvyse

[#+1]
> (1)

Pro umisténi mezer mame moznosti nejvyse

k=0
Celkem tedy
1 | 2+1] L
H (M?) <1i Zlog | 27¢ 14|
) < s o | 2 520 (1) 3 ()

n—oo N

< lim sup — log <2”CA|5”2 ( B )2”H<5>>

Volili jsme L > 3, proto je pro dostatecné velké n, % + 1 mensi nez n/2. Proto jsme ve druhé
nerovnosti mohli uplatnit na prvni soucet kombina¢nich é&isel pifislusny odhad z predchoziho
lemmatu. Stejny odhad jsme uplatnili na druhy soucet. O

Lemma 17. Mé&jme mnoZinu slov M takovou, Ze slabé pokrijvd ergodicky systém (AN, ). Potom
pro kazdé 6 > 0, M®) silné pokrijvd (AN, ).

Diikaz. Fixujme ¢ > 0. Z pfedpokladu dostavame, ze (J,,,[MNA"] ma plnou miru. Jisté najdeme

L € N takové, Ze
L
I lU MnNA"

n=1

>1-6/2.

Ozna¢me mnozinu slov z nerovnice jako M. Z ergodicity dostavame, Ze pro skoro viechna z € AN
plati, S(l[MO] ,x) > 1—0/2. Casovy pramér S(1[ag)» ) je vlastné frekvence navstév bodi (o' (x)),
i € N, v mnoziné [Mp]. Oviem o'(z) € [My] nastane pravé tehdy kdyz se né&jaké slovo z M
vyskytuje v  na pozici . Uvédomme si, ze v S (1[ag]> 7) se zohlediji vSechny vyskyty slov z
My, i ty, které se prekryvaji.

UvaZme nyni pro dany bod = nepfekryvajici se vyskyty danych slov, které najdeme hladovym
algoritmem. Tedy nejprve najdeme prvni pozici 71(x), kde se v x vyskytuje slovo z My, které
oznadime u (). Pak hledame prvni pozici vétsi nez ri(x) + |ui(x)|, od které opét mizeme &ist
né&jaké slovo z My. Danou pozici ozna¢ime 79(x) a slovo ug(z). Pokud jiz mame nalezené slovo
ug () na pozici ri (x), hledame vyskyt slova z My od pozice i (x)+|uk ()|, nalezené slovo zna¢ime
ug+1(x) a pozici 741 (x). Tento postup opakujeme do nekone¢na. Timto zpisobem jsme pokryli
pozice

R(z) = | JlIru(@), ri(@) + |ug(2)])

keN

v € AN slovy z My. Z definice hladového algoritmu pak plati, 7e i ¢ R(x) pouze tehdy, pokud
se na i-té pozici nevyskytuje slovo z M.
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Z toho pozorovani a z faktu, Ze maji slova v My uniformné omezenou délku, plyne Ze horni
hustota N'\ R(x) je nejvyse §/2, t.j.

0,m)NR
i jnf [0 OE@ S 5/2,5.5..
n—o0o n
Navic lze v pfedchozi nerovnosti zkratit interval o konstantu, aniz by to zménilo hodnotu
dolnf limity. Plat{ tedy
- L
0.0~ 1) 0 R()

n—00 n

>1-4/2,s.4..

Pro x splhujici tuto nerovnost, existuje ng takové, ze pro n > ng je
[[0,n — L) N R(x)| vétsi nez n(1 — §). Pro n > ng, oznaéme nejvétsi k, pro které ri(z) < n — L.
Jelikoz jsou v My délky slov maximalné L, je [ri(x),r;i(x) + |u;(x)|) M-rozkladem slova g ).
Zaroven je
[0,n—L)N R(x) C U[ri(x),ri(x) + |ui(2)])
i<k

nebot leva strana sestava ze vsech intervala [r;(z), r;(x) + |u;(x)]), i < k a ¢asti intervalu (mozna
uplné ¢asti) [rr(x), ri(x)+|uk(z)]). Plati tedy, Ze je dana posloupnost intervala (M, d)-rozkladem
ZLio,n)- Tedy To,n) € M), O]

Dusledek 5. Pro invariantni ergodicky proces jsou pokrijvaci entropie totoiné, t.j. h' = h' = h'.

Tvrzeni 19. Pro invariantni ergodicky proces plati, Ze horni pokrijvaci entropie je rovna horni

entropii, t.j. h' = h.
Diikaz. Jisté plati b/ < 71: Vezméme libovolné € > 0. Pak existuje ng takové, Zze pro vSechny
n > ng, M N An| < 20 +5),
7 toho plyne, ze
p [T, O ME) 0 An| < gnhemdgmniee) _gong,
pro n 2> ng.

Odhad na pravé strané je scitatelny. Z Borelova-Cantelliho principu pak plyne, Ze pro skoro
v8echna z plati, Ze od jistého ni, pro n > n1, r[g ,) nenélezi do mnoZiny Tij’-m N Méé). Podobné
ovsem plati pro skoro vSechna z, od jisté¢ho ng, pro n > n2, x[ ) nalezi do mnoziny Méé). Tyto
dvé podminky pak vymezuji mnoZinu (prinik) miry 1, kde pro kazdy bod z z mnoZiny existuje
ns tak, ze

Tion) & Ty oo n>ns.
Tedy
hn = .
lim sup () <h+e 5.4
n
To plati pro jakékoliv e > 0. Tedy h < A'. O

7 predchozich tvah vyplyva, ze v piipadé ergodického procesu bodovy informa¢ni obsah
konverguje k pokryvaci entropii. Souhrnné,

h'=h =h"=h=h.

Zbyva dokazat, ze informadcni obsah konverguje k entropii systému.
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Tvrzeni 20. Pro invariantni ergodicky systém (AN, B(AN), u, o) plati, Ze h = h = h(u).

Diikaz. Vezméme § > 0. Oznaéme T, = Tj,(6) N A", T!, = A"\ T,,. Z definice h a h plyne, Ze
existuje ng takové, Ze pro vSechna n > ng, mira [T},] je minimalné 1 — 6.
Potom pro n > ng plati

Hu(p) = Y wl[ul)(=log u([u)) = (1 = 8)n(h - 3).

wET,,u([u])>0

Piipomeiime, Ze h(u) = lim,, o0 220 Tedy h(1) > (1 - 8)(h— §). JelikoZ bylo § > 0 libovolné,
dostavame h(u) > h.
Z druhé strany, pokud u[T)] = 0, dostavame, Ze

Haw) = 3 wful)(~log u([u])) = ulTuln(h + 8) < n(h +9).
u€Ty, pu([u])>0

Pokud u[T)] > 0, pak

How= Y a(lu)(=logu(u))+ > wllu)(~logp(u])

wETy,1([u])>0 weT) ,pu([u])>0

) , ) (o DY
<urdan > A (1og 20 — iz tog i

<n(h+9J)+dnlog2 + K,

kde K je maximum funkce —zlogx na intervalu (0,1]. Suma v druhém fadku nerovnosti je
entropii normalizovaného rozdéleni p'(u) = p([u])/u[T)] na T),. Takova entropie je omezena
logaritmem z poc¢tu prvki, neboli log 2™ = nlog 2. Dostavame tedy, ze

h(p) < h+ 26.
Jelikoz bylo ¢ > 0 libovolné, je h(u) < h. O

Timto jsme dokézali rovnost vSech zminénych entropii, ale také vétu [6]

9 Komprese

Méjme pevné dané konecné mnoziny A a B, B je kone¢né mohutnosti D.
Kod f : A — B* indukuje pravdépodobnostni rozdéleni ¢/ na A:

D-1f (@)
c(f) 7

kde C(f) =3 ,ca D~1(@)l, Toto rozdéleni hraje dilezitou roli, viz nasledujici véta.

q{;: a €A,

Tvrzeni 21. Necht X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v abecedé A, f : A — BY, D = |B.
Potom stredni délka kodu spliiuje:

E(|f(X)|)log D = H(X) + D(Px|lq’) —1log C(f).
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E(If(X))logD - H(X)= > Px(a)(|f(a)|log D+ log Px(a))
a€s(Px)

= Z Px (a)(— log(q{:C(f)) + log Px (a))
a€s(Px)
= —log C(f) + D(Px||¢*).

Uvédomme si, Ze v posledni rovnosti hraje roli fakt, ze s(¢f) = A, tedy 7ze s(Px) C s(¢/). O
Pro prosté kodovani do dané abecedy je dilezity pocet slov délky nejvyse k, dj := Zle Dt
Dale budeme pouzivat hlavné odhad D* < d;, < D**!', k € N.

Tvrzeni 22. Necht X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v abecedé A, f je prostyj kod f : A — BT,
D = |B|, dx—1 < |A| < dj. Potom plati

C(f) <k <1+logp|A|

E(|f(X)[)log D > H(X) — loghk > H(X) — log(1 + log, | ).
Nebols
E(|f(X)]) > Hp(X) — logp(1 + logp | A]),

kde Hp(X) je hodnota entropie pri pouZiti logaritmu o zdkladu D. Jingmi slovy, je to entropie v
D-itech.

Diikaz: Zkonstruovat prosty kod f' na A s nejvétsim moznym C(f') = > .4 DI @I zna
men4 vzit nejkratsi mozna kodova slova f/(a), a € A. Z omezeni mohutnosti |A| plyne, Ze mezi
kédovymi slovy budou vSechna slova délky nejvySe £ — 1 a nékolik slov délky nejvyse k. Pro
takovy kod, a tedy pro vSechny prosté kody, dostavame omezent:

k
<Y D=k

i=1 ue B

Zaroveh plati, ze D*! < dy_1, pro k > 2. Z toho plyne k < logp |A| + 1. Pro k = 1, plati
k <logp |A| 41 trividlng. Zbytek tvrzeni plyne z pfedchoziho tvrzeni a nezépornosti divergence.
OJ

9.1 Asymptotické vlastnosti

Definice 9. Pro ndhodnij proces X s hodnotami v abecedé A a pro kéd f : AT — BT definujeme
dolni a horni kompresni pomér takového kodu jako

L%, ) = tim i = o)]
L(X, f) = limsup W_

Kompresni pomeér je limita (pokud existuje):

L(X, f) = lim B} (Xom)],

n—00 n
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O kédu f : AT — BT fekneme, Ze je slabé prosty, pokud kazda jeho restrikce f : A® — BT
je prosta.

Véta 7. Bud X ndhodny proces s vijstupni abecedou A a entropii H(X). Necht f : At — BT
je slabé prosty kod. Potom dolni kompresni pomér je vétsi nebo roven entropii procesu v D-itech

X
Hp(X) = lPoIg(D)'

Diikaz. Kod f zuzeny na A™ je prosty, tedy plati
E|f (Xjom))|log D > H(X|on)) — log(1 +logp, |A"]) = H(X[o,n)) — log(1 + nlogp |A]).

Podélenim pfes n a pfechodem k dolni limité dostavame, ze

log(1 1 A
. log(1+ nlogp 4]

L(X, f)logD > H(X) — li = H(X).

n

O

V predchozi ¢asti jsme zkoumali limitu posloupnosti stfednich hodnot, tedy jak se limitné
chova primérny pomér délky vystupniho slova vici délce vstupu. V této kapitole zesilime nasi
pozornost a budeme se zabyvat tim, jak se chova dany pomér bodové.

Kokrétné definujeme bodovy dolni a horni kompresni pomér takového kodu pro kod f : AT —
BT a nahodny proces X v bodé w € € piedpisem

(X, £)(w) = lim in ’f(X[Onm(“))’
A%, £)(w) = timsup L o D),

Bodovy kompresni pomér je limita (pokud existuje):

(X, f)(w) = lim M

n—00 n

Pokud budeme zkoumat stfedni hodnotu bodového kompresniho poméru, budeme océekévat,
Ze se rovna kompresnimu poméru definovanému diive. Tak tomu bohuZel vZdy neni, nebot nelze
vzdy prohodit pofadi stfedni hodnoty a limitniho pfechodu, aniz by to mélo vliv na vyslednou
hodnotu. Vzhledem k nezapornosti zkoumanych funkci lze alespon fici, Ze stfedni hodnota dolniho
bodového poméru je mensi nez dolni kompresni pomér - jedna se o disledek Fatouova lemmatu.

Tvrzeni 23. Bud X ndhodnyj proces s vijstupni abecedou A a bud f : AT — BT slabé prosty kdd.
Potom plati

1
UX, f)log D > liminf —Zx, ., s.j.
n—,oo M ’
Diikaz. Pro dané n € N, uvazujme mnozinu

Vi = {w €N | |f (X[O,n) (w))| IOgD < IX[O,n) (w) - 310gﬂ}

tedy mnozinu téch w, jejichz obraz X|g,) koduje f lépe, nez by naznacoval informac¢ni obsah
X[o,n)- Tato mnozina je volena tak, aby

o1
(X, f)(w)log D < hnrglcgf ﬁIX[OM (w) = we ﬂ U Vie.
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Neboli, pokud w nespliiuje podminku z tvrzeni, pak musi patfit do nekoneéné mnoha mnozin
V. Nagim cilem tedy je ukazat, Ze mnozina takovych w je nulova. Z definice V,, plyne, ze V,, =
XHW,], kde

W, ={ue A" ||f(v)] < —logp Px, ., (u) = 3logp n}.

Uvédomme si, ze podminka v definici W, je ekvivalentni s nerovnosti
1
0< Py, (u) < —D If @,

Ozna¢me nyni restrikci f na s(Px, ) C A" jako f,. Z definice W), plyne, ze W, C s(Px_,,)

1 T 1 i
B(Va)= Y Pxo, () <5 > DIWi<— 37 priil
ueWn, ueW, UES(PX[O,n,))

L +logp |s(Px., ) < 1 +nlogp |A]
n3 - n3 '

1
= ﬁc(fn) <
Jelikoz jde (1+nlogp, |A])/n k nule, je pro dostateéns velka n, P(V,,) < -z. To oviem znamena,

" > P(V,) < oo

neN

Z Borelova-Cantelliho principu nyni plyne, Ze skoro vS8echna w nélezi jen do kone¢né mnoha
mnozin V,,. O

Véta 8. Bud X ndhodnij proces s vijstupni abecedou A, ktery md silné asymtoticky rovnomérné
rozloZent a entropii H(X) (napiiklad invariantni ergodicky proces). Potom

H(X)

HD(X), S]

Podminky na komprimovaci kéd f : AT — BT by se daly, vzhledem k praktickému pou#iti,
jesté trochu zeslabit. Mohli bychom pouze vyZzadovat, aby byl kod, pro dané n, definovany jen
na S(PX[o,n))a tedy jen pro slova, ktera se objevuji s nenulovou pravdépodobnosti. Jen ty je totiz
tfeba v praxi umét zakoédovat. OvSem odhady na kompresni pomér jsou vSechny odvozené z
odhadu z Tvrzeni [22] aplikované na restrikei kédu f,, : A® — BT. Pokud bychom tuto restrikei
jesté zuzili a uvazovali jen f: s(Px ,,) C A" — BT, pot¥ebny odhad by stale platil. Opravdu

]E‘f (X[O,n)) | log D > H(X[O,n)) - IOg(l + 1OgD |3(PX[0,"))|) 2 H(X[Om)) - 10g(1 + logD |An|)

Tedy i toto oslabeni predpokladi vede ke stejnému zavéru, ze limitni bodovy i nebodovy kom-
presni pomér skoro jisté nepodbéhne entropii invariantnfho ergodického procesu, ktery kompri-
mujeme.

9.2 Efektivni kompresni kédy

V minulé kapitole jsme ukézali, Ze kompresni kéd nemiize mit lepsi asymptoticky kompresni po-
mér nez je entropie zdrojového ergodického procesu. V této ¢asti ukdZeme naopak zpusob, jak
konstruovat kody, které této hranice dosahuji. Nejprve ukazeme, jak usit takovy kompresni kod
procesu na miru. Jednotlivé kompresni kody se tak pro rizné vstupni procesy lisi. Nakonec uka-
zeme konstrukci univerzalniho kédu, tedy takového, ktery umi efektivné zkomprimovat jakykoliv
ergodicky proces.
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Lemma 18. Necht X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v abecedé A. Pak existuje prosty kod
f:A— BT, takovy, Ze
|f(a)] = [—logp Px(a)],a € s(Px).

Tedy
|f(X)|logD <Zx +1, s.j., E|lf(X)| < Hp(X)+1.

Diikaz. Uvazujme mnozinu V,, = {a € A|[—logp Px(a)] =n}. Z definice plyne, ze Px(a) >
D" pro kazdé a € V,,. Proto |V,,| < D™ < |B"|. Existuje tedy prosté zobrazeni f,, : V,, — B".
Polozme f = J,,~ fn-. JelikoZ jsou obory hodnot rtiznych f, disjunktni, je kod f prosty. Zaroveii
s(Py) = U,>; Va a plati pro ngj plati, |f(a)] = [—logp Px(a)], a € s(Px). Zbytek tvrzent
lemmatu je okamzitym dasledkem pravé dokazaného. O

Tvrzeni 24. Necht X je ndhodny proces s hodnotami v abecedé A. Pak existuje slabé prosty kod
f AT — BT, takovy, Ze

_ 1 - 1
U(f, X)log D <limsup —Ix, ., $.J. , L(f,X) <limsup —Hp(X).
n—oco N ’ n—ooo N
Diikaz. Pro kazdé n definujeme f : A" — BT jako kod z predchoziho lematu. Tim je definovan
kod f: AT — BT, ktery ma prosté restrikce na jednotlivych A”. Pokud nerovnosti v pfedchozim
lematu podélime pfes n a pfejdeme k horni limité, dostaneme diikaz tohoto tvrzeni. O

Disledek 6. Necht X je ndhodny proces s hodnotami v abecedé A, ktery md silné asymptoticky
rovnomérné rozloZeni a entropii H(X). Potom existuje slabé prosty kod f : AT — BT, takovy, Ze

I(f, X) = ggg, s.j. L(f, X) = iffg).

V tomto tvrzeni jsme zkombinovali pfedchozi horni odhad pro horni limity a fakt, Ze v pred-
choz{ kapitole jsme dokézali stejné dolni odhady pro dolni limity.

Pokud bychom chtéli najit prosty, namisto jen slabé prostého koédu, je mozné puvodni kod
modifikovat tak, ze mu predfadime informaci o délce posilané zpravy. Pro jednoduchost nyni
predpokladejme, Ze abeceda B sestava z ¢isel 0 az D — 1 (pFeznaleni abecedy nemé vliv na
kompresni poméry, ani na entropie). Oznaéme Sp(n) D-arni zapis ¢isla n, tedy napiiklad 52(5) =
101, & B3(15) = 120. Podobné jako v binarnim zapise (D = 2), plati pro n > 1

|Bp(n)| = |logp(n)| +1 <logp(n)+ 1.

Pokud bychom ale néjakému slabé prostému kodu f predradili tuto informaci, neboli vytvorili
kod g(u) = Bp(|u]) f(u), kod stale nemusi byt prosty. Napiiklad, pokud by f(0) = 00 a f(00) = 0,
pak by ¢(0) = 100 = g¢(00). Jistotu ale ziskime napfiklad tehdy, bude-li informace o délce
prefixova.

Kod f : A — BT nazveme prefixovym pokud plati, Ze f(u) je prefixem f(v) pouze v p¥ipads,
ze u = v. Uvédomme si, Ze prefixovy kod je jisté prosty, tedy i slabé prosty.

Definujme nyni kédy 7; : N — BT iterativné:

Y(n)=1"0, neN

Ye+1(n) = (16 (n)))Bp(n), neN.
My budeme z téchto kédi potiebovat jen v a 79, kde

1 (n) = 1|ﬁD(”)|05D(n), ’yz(n) _ 1\BD(IBD(n)I)IOBD(wD(n)|)50(n)_
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Lemma 19. Bud f : A — BY prosty, g : N — B% prefizovyy. Pak je f' : A — BT, definovang

predpisem f'(u) = g(|f(w)])f(w), prefixovy.
Kody v, n € N, jsou prefixové.

Diikaz. Bud f'(u) prefixem f’(v). Potom g(|f(w)|) a g(|f(v)|) jsou oba prefixem stejného slova
f'(v). Proto musi byt g(|f(u)|) prefixem g(|f(v)|) nebo naopak. V obou p¥ipadech z prefixovosti
plyne, 7e | f(u)] = [£(0)], tedy i g(|f(w)]) = g(|f(v)]), co7 je spoletny prefix slov f'(u) a f'(v).
Aby bylo prvni prefixem druhého, musi byt zbyla ¢ast f(u) prefixem zbylé ¢asti f(v). Tyto slova
maji ovSem stejnou délku. Proto si musi byt rovna. Z prostoty f dostavame, Ze u = v.
Prefixovost g je zfejma. Z prefixovosti v, a z prvni ¢asti lemmatu plyne prefixovost vi41. O

Lemma 20. Bud f : At — BT slab¢ prosty, g : N — BT prefizovy. Pak je f' : AT — BT,
definovany predpisem f'(u) = g(|u|) f(u), prosty.

Diikaz. Bud f'(u) = f'(v). Potom g(|u|) a g(Jv|) jsou oba prefixem stejného slova. Proto musi byt
g(|u]) prefixem g(|v|) nebo naopak. V obou pfipadech z prefixovosti plyne, ze |u| = |v|. Oviem f
je slabé prosty, tedy u = v.

Lemma 21. Pro kédy v1,72 : N — BT jsou funkce |v1|, |12| : N = N neklesajici a a pro kazdé
n>1
1i(n)| < 2logpn+3,  72(n) <logpn+2logp(logpn + 1) + 4.

Dikaz: Omezeni délek kodu vyplyvaji z konstrukce a z omezeni pro délku kédu 8 vyse. O
Nyni uz muzeme zlepsit predchozi véty do nasledujiciho tvaru.

Tvrzeni 25. Necht X je ndhodny proces s hodnotami v abecedé A. Pak existuje prosty kdd f :
At — BT, takovyj, Ze

{(f,X)log D < limsup lIX[M), 8.4 L(f,X) < limsup lHD(X).
n—oo T n—oo T
Diikaz. Vezméme slabé prosty kod f, ktery splituje podminky tvrzeni, ktery jisté existuje, viz
Tvrzeni Uvazujme kod f’ definovany predpisem f'(u) = v1(Jul) f(u). Tento kod je dle pied-
chozich tvrzeni prosty a zaroven|f’(u)| — |f(u)| je o(|u|). Z toho plyne, Ze i pro f’ plati dané
asymptotické odhady. O

Disledek 7. Necht X je ndhodny proces s hodnotami v abecedé A, ktery md silné asymptoticky
rovnomérné rozloZeni a entropii H(X). Potom existuje prosty kod f : AT — BT, takovy, Ze

H(X)

B ‘ _ Hp(X)
- ) s']' )
log D

(£, X)

Vidéli jsme, Ze do konstrukce prostého kodu stacilo vhodné zakomponovat kod ~y;. S kddem
~v2 bychom pro velkd n dosahli trochu lepsich vysledki, ale v limité by to vySlo nastejno. V
nasledujici podkapitole bude ovSem pouziti 72 nutné. Méné tsporny kod +; by tam nestacil.

9.3 Univerzalni Lempel-Ziv kompresni kéd

V této casti pfedstavime kod, ktery dokaze dobie zkomprimovat jakykoliv ergodicky zdroj.
Dané slovo u € B* rozlozime na bloky proménné délky tak, ze za¢neme prazdnym slovem a
pokra¢ujeme vzdy nejkratsim tsekem, ktery se mezi predchézejicimi bloky nevyskytuje. Pokud
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po ukonceni takového algoritmu zbude neprazdny koncovy blok z u pfidame ho do souboru bloki.
Této reprezentaci fikdme LZ-rozbor. Napiiklad LZ-rozbor slova

u = 0000110011100110011011100

je
R(u) =y = A,0,00,01,1,001,11,0011,00110, 111, 00,

kde A znaci prazdné slovo.

i o1 234 5 |6] 7 8 9 |10
y@ [ X]o]oolo1]1]o01|11]0011 | 00110 | 111 |00
a; o1 [1]o] 2 4] 5 7 6 | 1
¢ oo 1 [1]1 |1 1 0 1 [0
kB (o1 356 9 [11] 15 20 | 23 [ 25

Definice 10. LZ-Rozbor slova u € B* je posloupnost slov y = (y(i))i<c(u), kde y© =X, ko =0

ay®) = U,y ;) Pro i > 0. Zde , a pokud k; < |u| definujeme ki1 = min J;, je-li mnoZina
Ji ={j € (ki,|ul], s.3. Vm <, up, j) # y(™}
neprazdnd, a kivq1 = |u|, je-li J; prdzdnd. Cislo C(u) je nejmensi, pro které ko) = |ul.

Ozna¢me ¢; posledni bit slova y(®). Jeho prefix délky k; — k;_1 — 1 je n&jaké y(*), kde a; < 1,
takze y) = y(@i¢;.

Vezméme nyni prefixové kdédovani prirozenych &isel 7o a zvolme pevné libovolny prefixovy
kod f: A — BT, ktery koduje abecedu A. To lze udélat napiiklad tak, Ze zvolime n takové, Ze
D™ > |A| a za kodova slova vybereme prislusny pocet slov délky n. Pokud je vstupni abeceda
podmnozinou vystupni, mizeme za f vzit identitu.

Lempeltuv-Ziviv kod, dale jen LZ-kod, slova u pak vypada takto:

r(u) = y2(a1) f(c1)y2(az) f(c2) - - - velacw)) flcow))-

Pokud tedy kédujeme uvazované slovo v = 0000110011100110011011100 do binérni abecedy
a f je identita, dostaneme kod

r(u) = 1010010110101111010111010101110111001110111011110111110110111101 10110,

kde mezerou jsou oddéleny kédy pro jednotlivé slova z LZ-rozboru, silné je zvyraznén posledni
symbol, ktery vzdy odpovida kodu f(c¢;).

Lemma 22. LZ-kod je prostij.

Diikaz: Bud u,v € A%, r(u) = r(v). Necht 4 a;,¢;, ki, i < C(u) jsou slova a koeficienty
odvozené z LZ-rozboru u, a}, ¢;, ki, i < C(u) jsou koeficienty odvozené z LZ-rozboru v. Dostavame
tedy, Ze ¥2(a1) 1 vy2(a}) jsou prefixem téhoZ slova, proto je jedno prefixem druhého. Z prefixovosti
75 dostavame, Ze a; = a. To tedy znamena, Ze y(®) = y(@1) a také ky = k}. Pokud z r(u) = r(v)
odtrhneme spoleény prefix 2 (a1 ), pak opét dostavame, Ze f(c1) a f(c2) jsou prefixy téhoz slova.
Opét je tedy jedno prefixem druhého a z prefixovosti kodu f dostavame ¢; = ¢} a tedy y™) = /(1.
Stejnym zptisobem pak dostaneme, 7e ay = ab, ky = kb a co = ¢, y? = ¢/?). Takto muzeme
postupovat a7 k rovnostem a; = aj, k; = k) a c; = ¢, y =y’ kde ¢ je minimum z délek
LZ-rozbortu C'(u) a C(v). Bez tjmy na obecnosti predokladejme, ze £ = C(u) < C(v). OvSem kod
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~v2 mé vzdy pozitivni délku, proto pokud by rozklad v byl delsi, byl by i LZ-kod r(v) vlastnim
rozsifenim
Y2(a1) f(c1)v2(az) f(c2) - - y2(ae) f(ce)
a nebyl by tak roven r(u). Tedy délky LZ-rozbort jsou stejné. OvSem i slova v LZ-rozborech jsou
stejné, ve stejném pofadi, proto jsou w a v shodna. [
Efektivita LZ-komprese, zavisi na velikosti LZ-rozboru, neboli na C'(u) néasledujicim zptiso-
bem.

Lemma 23. LZ-kod splnuje omezent
[r(u)| < C(u) (logp C(u) + 2logp(log, C(u) + 1) + 4+ K)

kde K je konstanta, kterd dominuje délky kodovych slov kddu |f|.

Pro x € AN,
lim sup Ir(@[0,n))| < limsup C(x0,n)) logp n.
n—oo n n—soo n
Diikaz. Z konstrukce kodu vyplyva, ze
C(u)
()| = Y (ra(a)] + |f(e)l)
i=1

pro &isla C(u), a; a ¢; odvozené z rozkladu slova . Z definice plyne, Ze a; < C(u). Z monotonnosti
logaritmu a z odhadu pro 7» z lematu [21| pak ziskdvame pro kladné a;:

[72(as)| <logp C(u) + 2logp(logp C(u) + 1) + 4.

Ovsem platnost stejného odhadu pro pfipad a; = 0 lze ovérit pouhym dosazenim.

Méame tedy uniformni odhad, ktery jiz zaruc¢uje platnost nerovnosti z lemmatu. Druhou ¢ést
tvrzeni ziskdme jednoduchym limitnim pfechodem s vyuzitim nerovnosti |C'(z(o,n))| < n a toho,
7e iterovany logaritmus je fadové mensi nez logaritmus neiterovany. O

Ve zbytku kapitoly budeme dokazovat, Ze pro skoro vSechna x, C(z[p,,)) roste pomaleji nez
(h+¢)n/logn, kde h je entropie dynamického systému a € > 0 je livolné malé.
Pfi této analyze budeme uvazovat vétsi mnozinu rozbort, takzvané 2-rozbory.

Definice 11. Rekneme, Ze je konecénd posloupnost y = (y; )7, neprdzdnych slov 2-rozborem slova
u € A*, ddle jen "rozborem” slova u, pokud je u rovno konkatenaci slov z posloupnosti v daném
poTadi a pokud se jakékoliv slovo vyskytuje v posloupnosti maximdlné dvakrdt. Délkou rozboru
rozumime délku posloupnosti y a znacime ji |yl.

LZ-rozboru y = (yz)f:(g ) slova u, odpovid4a rozbor v slova u, ktery vznikne pouze zapome-

nutim slova yo = A. Plati pak |y'| = C(u). Tato vazba byla motivaci, pro¢ v rozboru povolit
duplicitu slov (omezenou maximalné dvéma vyskyty).

MnoZinu v8ech 2-rozbori slova u oznafime jako R(u) a mnoZinu v8ech 2-rozkladi vsech slov
délky n jako R(n). Dale ozna¢me maximalni délku rozkladi z danych mnozin jako L(u) a L(n),
£,

L(u) = max{[y| |y € R(u)},  L(n) =max{ly| |y € R(n)}.

Uvédomme si také dulezity vztah mezi pramérnou délkou slova z rozboru y slova w:

[yl
|ul

Y= ! Z\yﬂ:*'-

u
lyl = ly
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(h+e)n
logn

Chceme-li tedy pri dikazu efektivity, aby délka rozboru zjg ,) rostla pomaleji nez

pozadujeme jinymi slovy aby priumérna délka slov v rozboru x[g ) rostla rychleji nez l;fig. Tato
myslenka néas vede k tomu, zkoumat, jak velky kus daného slova délky n pokryvaji slova z rozboru
délky mensi nez l}i’ig a jak velkou ¢ast pokryvaji slova delsi. Stejné dilezité bude jak velkou ¢ast
z hlediska po¢tu pokryvaji kratsi a delsi slova.

7 vét o pokryvaci entropii vime, Ze entropie kvantifikuje jak bohaty systém slov méame, ze
kterého miZzeme vybirat. Zaroven je prirozené, ze pokud v rozboru muzeme uplatnit jen slova z
néjaké omezené mnoziny slov, napiiklad pouze urcité typicka slova pro dané rozdéleni procesu,
jsme difve nuceni pouzit také delsi slova, jelikoz kratkych slov je malo. Konkrétné o tom mluvi

nésledujici lemma.

Lemma 24. Mé&jme C,5 > 0 a mnozinu slov M C A* takovou, Ze |M N A™| < 2™, Potom pro

kazdé slovo u € AT a kazdy jeho rozbor y, plati Ze slov délky nejvijse l(ég—fgl je v rozboru nejvyse
9C+1 o
50 1 |u| [eE=

Tato slova tedy souhrnné pokrijvaji nejuyse
2C+1

s
mw o+ - log |ul
pozic v u.

Diikaz. Pro dané k > 1 plati, Ze slov délky nejvyse k muze byt v rozboru maximalné dvojnasobek
celkového poctu slov nejvyse k z M, t.j. nejvyse

k
) 2(k:+1)C_1
2y 21¢=9.2

Relativni ¢ast u, pokryté slovy v rozboru u délky nejvyse lcég_ilqgl je tedy nejvyse

|5 (| el | 11)o (elul 1 1)o C+1
=D o 2 2LETIC o1 2 pEECa0n
] = |u 2¢ —1 |l 2¢ —1 2¢ —1
Tvrzeni o pokryti vyplyva bezprostfedné z omezeni délky téchto slov. O
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